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Yorwort. 



Neben der partiellen Differentialgleichung des Potentials^ 
Aw = 0, ist es vor alien Dingen die Gleichung Aw + ^*w='0, 
welche in der mathematischen Physik von Alters her und 
neuerdings auch bei rein mathematischen Betrachtungen eine 
hervorragende Rolle spielt. Aber unsere LehrbUcher geben 
liber die wicfatigen Besultate, welche betreffs dieser Glei- 
chung gefunden sind^ wie insbesondere auch tiber die inter- 
essanten Probleme, welche an dieselbe ankniipfen, nur 
mangelhafte Auskunft. Ich habe daher Herrn Dr. Pockels, 
den ich als besonders sorgfaltigen Arbeiter kannte, yeran- 
lasst^ fiber den gegenwartigen Stand unserer bezUglichen 
Eenntnisse ein zusammenhangendes Referat auszuarbeiten. 
Ich nahm hieran urn so mehr Antheil^ als dadurch die 
Moglichkeit gegeben war, eine Reihe weitergehender Ideen, 
welche ich in meinen mathematisch-physikalischen Vor- 
lesungen der letzten Semester beriihrt hatte und deren 
Ausgestaltung ich kaum selbst fibemehmen kami, an ihrem 
Platze zur Sprache zu bringen. Dass auch Herr Dr. Pockels 
selbst in seine Darstellung verschiedentlich neue Entwicke- 
lungen eingeschaltet hat, wird der Kundige leicht erkennen. 
Moge die kleine Schrift, welche wir hiermit dem Publikum 
libergeben, in ihrer anspruchslosen Form manchem Mathe- 
matiker und mathematischen Physiker willkommen sein! 

Gottingen, 2. September 1890. 

F. Klein. 
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Einleitung. 



Die partielle DifferentialgleichDng des Potentials, AV=0, 
ist wegen ilirer grossen Wichtigkeit fur die verschiedensten 
Gebieie der Physik einerseits und wegen ihrer Bedeutong far 
die Fanctionentheorie andererseits in diesem Jahrhandert der 
Gegenstand ausserordentlich zahlreicher mathematischerUnter- 
sncliungen gewesen, und es fehlt ancli nicht mehr an zn- 
sammenhangenden Darstellnngen der Theorie ihrer Losungen, 
wie solche mehr oder weniger voUstandig in den Yorlesungen 
and den Werken von Dirichlet, C. Neumann, F. Neumann, 
Hamack, ClauskiSy BetU, Meihieu entibalten sind; aach eine 
ziemlich yoUstandige historische Uebersicht der aaf dieses 6e- 
biet bezuglichen Arbeiten ist yon Bacharach*) geliefert worden. 
Es ware nan gewiss wonschenswerth^ in ahnlicber Weise nach 
der maihematischen Seite ausgebildete Theorieen fur andere in 
der maihematischen Physik yorkommende partielle Differential- 
gleichangen za besitzen. Unter den letzteren kommt in erster 
Linie die lineare partielle Differentialgleichang zweiter Ordnang 

Au + 4«M = 
in Betracht, sowohl wegen ihrer her?orragenden Wichtigkeit 
far zahlreiche physikalische Probleme, als aach weil sie als 
die nachste Yerallgemeinerung der Potentialgleichang an- 
gesehen werden kann. Mit dieser Differentialgleichang haben 
sich in den letzten drei Jabrzehnten zahlreiche Mathematikef 
nnd Physiker beschaftigt; allein es existirt noch keine za- 
sammenfassende Darstellung der in diesen Arbeiten zerstreuten 
Besultate. Daher habe ich aaf Anregung und unter An- 
leitong von Herm Prof. F. Klein yersucht, im Folgenden 

*) Bacharach: Geschichte der Potentialtheorie. G^ttingen, Yanden- 
hoeck n. Bnprecht. 1883. 
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eine solche Uebersicht zu geben, verbimden mit der Andeu- 
tung neuer Gesichtspunkte ftir die weitere Ausbildung der 
Theorie. Diese neuen Ideen wurden grosstentheils von Herrn 
Prof. Klein in seinen in den Jahren 1888 — 90 zu Gottingen 
gehaltenen Vorlesungen fiber „Potentialtheorie", „partielle 
Differentialgleichungen der Physik" und „Lame'sche Functio- 
nen" ausgesprochen (an den betreffenden Stellen der vor- 
liegenden Schrift ist diese Quelle durch ein in Klammer 
gesetztes E angedeutet). 

Es soUen nun im Folgenden ausser derDifferentialgleichung 
(1) Au + J(?u = 0, 

worin A den zweiten Differentialparameter und Jc eine Con- 
stante bezeichnet, welche, wo nichts Besonderes dariiber ge- 
sagt wird, sowohl reell als auch rein imagindr sein kann, 
auch noch solche lineare partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung in den Bereich der Untersuchung gezogen 
werden, welche eine analoge physikalische Bedeutung haben^ 
wie die obige, und sich von derselben nur dadurch unter- 
scheiden, dass an Stelle von Am ein allgemeinerer, im Theil I 
naher angegebener Differentialausdruck steht, und dass F 
noch mit einer willkiirlichen Function der unabhangigen 
Variabeln multiplicirt ist. Die Anzahl der unabhangigen 
Variabeln soil auf hochstens drei beschrankt werden, so dass 
u als Function der Coordinaten in einem Raumgebiete von 
1, 2 oder 3 Dimensionen betrachtet werden kann. Stellen- 
weise werden die Untersuchungen nur ftir zweidimensionale 
Gebiete voUstandig durchgefuhrt werden, einmal weil die 
Verallgemeinerung fur den Fall von drei Dimensionen meistens 
ohne Weiteres zu fibersehen ist, sodann auch, weil der Fall 
von zwei Dimensionen in mancher Hinsicht besonderes In- 
teresse darbietet. 

Fiir die Satze, welche bisher dber die Losungen der er- 
wabnten Differentialgleichungen aufgestellt worden sind, fehlen 
in den meisten Fallen noch die mathematischen Beweise, und 
sie konnen nur durch physikalische Griinde plausibel ge- 
macht werden. Dementsprechend soil in der folgenden Ent- 
wicklung liberhaupt immer die physikalische Erfahrung als 
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leitender GesichtspunJct gelten, welcher zur Aufstellung von 
Satzen fUhrt, fiir die natiirlich spater noch die Beweise zu 
erbringen sein werden. Dieser Gedankengang ist auch in 
Rayleigh's „Theory of Sound" innegehalten, einem Werke, 
welches das reichhaltigste Material zur Theorie der DifiFeren- 
tialgleichung Aw + ^^^ = enthalt und demgemass bei der 
vorliegenden Darstellung auch in erster Linie benutzt wor- 
den ist*). 

Die physikalischen Probleme, bei welchen unsere Diffe- 
rentialgleichung auftritt, verlangen gewohnlich nebenbei die 
Entwickelung einer willkiirlichen Function nach bestimmten 
Losungen u von Differentialgleichungen unseres Typus, in 
welchen 4* eine Reihe verschiedener Werthe besitzt. Die so ent- 
stehenden Reihenentwickelungen soUen aber im Folgenden von 
der naheren Betrachtung ausgeschlossen und hochstens ge- 
legentlich kurz erwahnt werden, da sie ja eigentlich nicht zuui 
Gegenstande der Untersuchung gehoren. — Da, wie gesagt, 
immer von der physikalischen Bedeutung der Diflferentialglei- 
chung und ihrer Losungen ausgegangen werden soil, so schien 
es zweckmassig, auf den Abschnitt fiber die Entstehung der 
Diflferentialgleichung zunachst die Betrachtung der eben er- 
wahnten „ausgezeichneten Losungen", welche sich bei den wich- 
tigsten physikalischen Problemen zuerst darbieten, folgen zu 
lassen und dann erst zu den allgemeinen Satzen iiber die In- 
tegrals and zu den allgemeinen Integrationsmethoden (in den 
Theilen III und IV) Gberzugehen. Diese Reihenfolge empfiehlt 
sich iibrigens auch schon deshalb, weil bei jeuen allgemeinen 
Untersuchungen die Existenz der „ausgezeichneten Losungen" 
als bekannt vorausgesetzt werden muss. — Die Betrachtungen 
der Theile III und IV bilden das Analogon zur gewohnlichen 
Potentialtheorie; daher werden wir deren Satze haufig zum 
Vergleich heranziehen und ihre allgemeinen Integrations- 
methoden im IV. Theile in einem besonderen Paragraphen 
kurz besprechen. 



*) Theory of Sound , deutsch ubersetzt von Neesen , Braun- 
schweig 1880. 



L Theil. 

Yorkommen der Differentialgleichnng. 

A. Entstehimg in der Pliysik. 

§ 1. Indirectes Auftreten. 
In der Physik gelangt man zur Dififerentialgleichung 

Am + ^^w = 
(and zu verwandten) in den weitaus meisten und wichtigsten 
Fallen dadurch, dass man far eine Function des Ortes und 
der Zeit, welche einer linearen partiellen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung geniigt, hinskhtlich ihrer Ahhdngigkeit von 
der Zeit t eine bestimmte Annahme macht, namlich sie gleich 
dem Producte aus einer trigonometrischen oder Exponential- 
function von t und einer Function der Coordinaten setzt, 
welche letztere dann der hier zu betrachtenden Gleichung 
genilgen muss. Bei der einen Classe von Problemen, namlich 
denjenigen, bei welchen es sich um unendlich kleine freie 
Schwingungen continuirlicher Korper handelt (a, b, c der unten 
folgenden Aufzahlung), flihrt man als von der Zeit abhan- 
gigen Factor eine trigonometrische Function der Zeit ein, weil 
man nach Analogic der Fourier'schen Reihenentwickelung als 
sicher annimmt, dass die allgemeinste solche Schwingungs- 
art eine Ueberlagerung unendlich vieler harmonischer , d. h. 
durch trigonometrische Functionen von t darstellbarer Schwin- 
gungen ist. Diese Annahme findet eine Bestatigung in dem von 
G. S. Ohm*) und H, v. Helniholtz**) aufgestellten akustischen 
Erfahrungssatze, dass jeder von irgend einem schwingenden 
Korper erzeugte Elang eine Ueberlagerung einfacher Tone 

*) G. S. Ohm: Pogg. Ann. 69, 613-65, 1843; 62, 1-18, 1844. 
**) H. V. Helmholtz: Po^g. Ann. 108, 280—290. 1859. 
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isty und dass ein einfacher Ton stets von einer harmonischen 
Schwingiing hervorgebracht wird. 

Dass man bei Problemen der nicht stationaren Warme- 
leitung die Abhangigkeit von der Zeit als durch eine Ex- 
ponentialfunction ausdriickbar annimmt, lasst sicb nicht durch 
einen derartigen Erfahrungssatz begriinden^ sondern beruht 
wohl nur auf einer mathematischen Analogie. Denn diirch 
die unmittelbare Erfahrung weiss man bei dem Problem der 
Warmeleitung nur^ dass nach hinreichend langer Zeit ein 
merklich stationarer Zustand eintritt^ und femer^ dass die 
Temperatur eines sehr kleinen Korpers, der frei Warme aus- 
strahlt^ nach einer geometrischen Proportion sinkt. 

Endlich giebt es auch gewisse Probleme der Potential- 
theorie (cf. e und f), bei welchen man fiber die Abhangigkeit 
einer Potentialfunction V von der einen Eatimcoordinate eine 
solche Annahme macht, dass V als Function der beiden an- 
deren Coordinaten einer Diflferentialgleichung von der hier 
zu betracbtenden Form genilgt. 

a. Wenn man auch in dem Falle, wo die Function u 
von nur einer Coordinate abhangt, nur eine gewohnliche lineare 
Diflferentialgleichung zweiter Ordnung erhalt, so ist es doch 
fiir das Verstandniss des Folgenden von Nutzen, diesen Fall 
knrz mit zu behandeln und demnach mit dem beriihmten 
Probleme der schmngenden Suite zu beginnen. 

Ist die Saite in der Ruhelage parallel der a?- Axe, be- 
zeichnet w die transversale VerrUckung irgend eines Punktes, 
welche fQr alle Punkte in einer festen Ebene stattfinden 
moge^ ferner p die Spannung und q die Masse der Langen- 
einbeit, so ergiebt sich, da die kinetische Energie durch 







r= I'^pl^^'dx 



die potentielle (bezogen auf die Ruhelage) durch 



gegeben ist (wo I die Lange der Saite bezeichnet), aus dem 
Hamilton'schen Princip die Bewegungsgleichung: 



6 Ueber die Gleichung: Aw + fe'u = 0. 

Macht man nun den Ansatz 

w = ^ Un . sin -^(t— tn) .= ^ Un . sin — — , 

n n 

SO erhalt man fQr Un{x) die Differentialgleichung 

welche in dem speciellen Falle, wo p und q constant sind, 
die Form 

annimmt. Letztere Form tritt aach auf beim Problem der 
Luftschwingungen (siehe unten), sofern die Bewegnng nur 
parallel der a;-Axe erfolgt, also etwa bei den Scliwingangen 
der Luft in einer unendlich dunnen Rohre. Dabei kann x 
aber auch die langs irgend einer Curve gemessene Bogen- 
lange sein, da die Gleichung unverandert bleibt, wenn die 
Rohre beliebig gekriimmt ist. Denselben Fall unter Be- 
schrankung auf eine ebene Curve kann man sich iibrigens 
auch bei der Saite dadurch realisirt denken, dass dieselbe 
liber eine Cylinderflache ausgespannt ist, welche so glatt ist, 
dass die Reibung die transversalen (d. h. den Erzeugenden 
der Flache parallelen) Schwingungen der Saite nicht hemmt. 
Das einfachste und zur Veranschaulichuug geeignetste 
Beispiel, bei welchem eine der Differentialgleichung 

Au + h^u = 

geniigende Function von zwei Veranderlichen vorkommt, bieten 
die transversalen Schmngungen einer gespannten Membran dar. 
Die Membran liege, wenn sie sich in ihrer Ruhelage be- 
findet, in der X F-Ebene und besitze die Flachendichtigkeit (>, 
wahrend sonst die eben eingefiihrten Bezeichnungen beibe- 
halten werden. Dann ist die kinetische Energie 

r -//If (ID' "«'!'. 
die potentielle 
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wo die Doppelintegrale ftber die ganze von der Membrau 
bedeckte Plache zu erstrecken sind. Hieraus ergiebt sich 
wieder mittelst des Hamilton'schen Principes in leicht er- 
sichtlicher Weise die Bewegungsgleichung: 

^ dt* ~ dx \^ dx) ^" dy \^ dyl ' 
und wenn man wieder die Annahme einfiihrt, dass w eine 

Summe von der Form ^» w„ . sin sei, so muss die 

Function w„ (re, y) der partiellen Differentialgleichung 

geniigen, welche im Falle constanter Spannung und Dichte 
die mit (1) identische Form 

annimmt. 

(Veranderliche Spannung der bier betrachteten Art ist 
durch Einwirkung ausserer Krafte, z. B. der Schwere bei einer 
in einer verticalen Ebene ausgespannten Membran^ moglich.) 

Eine noch allgemeinere Differentialgleichung erhalt man, 
wenn man annimmt, dass die Spannung in verschiedenen 
Bichtungen verschieden ist; es giebt dann zwei zu einander 
senkrechte Richtungen X', F, in welchen die Spannung ein 
Maximum p^ bezw. Minimum P2 erreicht. Die Richtungscosi- 
nus dieser Richtungen bezogen auf X, Y soUen als unab- 
hangig vom Orte angenommen und mit a, fi bezw. — /S, a 
bezeichnet werden. Dann. lautet die Differentialgleichung 
fur M„: 

oder 

^'^n ^*^n ^*^n ("^Vw ^PxiK ^^« 
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worin 

ist. Es ist in diesem Falle 

aus der Bedeutung von p^, P22 ^^^ 1^12 ^^^ unmittelbar klar, 
dass man durch eine einfache Drehung des Coordinaten- 
systems das Glied mit p^^ zum Verschwinden bringen kann. 
Uebrigens liesse sich auch eine Anordnung denken, durch 
welche man den Fall, wo a und j3 Functionen des Ortes 
sind; realisiren konnte; man stelle sich etwa eine Membran 
vor, welche feine Eisentheilchen einschliesst und sich so in 
einem magnetischen Felde befindet, dass die Kraftlinien parallel 
zur Ebene der Membran verlaufen. Die Differentialgleichung 
hatte dann ebenfalls die Form (C) und wiirde sich in diesem 
Falle durch Einftihrung hrummliniger Coordinaten auf die 
Form (B') reduciren lassen. (Vergl. unten.) 

Ein zweites wichtiges Problem der Kategorie a«; bei 
welchem die DiflFerentialgleichung (1) auftritt, ist dasjenige 
der freien Schwingungen diinner Luftschichten, wobei die Be- 
wegung der Lufttheilchen nur parallel den die Schicht be- 
grenzenden Flachen stattfindet. In diesem Falle kann 

u . sin entweder das Geschwindigkeitspotential oder die 

Verdichtung der Luft bedeuten, und es ist P = -j— g , unter 

a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles verstan- 
den. Eine Verallgemeinerung ist hier zunachst dadurch 
moglich, dass man die letztere als variabel (z. B. in Folge 
verschiedener Temperatur) annimmt und somit k^ mit irgend 
einer Function der Coordinaten multiplicirt in Ansatz bringt. 
Ausserdem kann man aber statt einer ebenen Luftschicht 
eine gekrummte, d. h. eine von zwei aquidistanten beliebigen 
krummen Flachen begrenzte, betrachten; dann tritt an Stelle 

von g— 2 + X— 8 der zweite Differentialparameter Aw in Jcrumm- 

linigen Coordinaten p, q und die DiflFerentialgleichung wird: 
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IQ^ F— 1 I iT— 4.J5 — ^ 

+ Jc^fiPy Q) VEG — FKu, 
worin E, F, G die bekannten Gaussischen Grossen sind. 

Die vorstehende Form der Gleichung ist dieselbe, welche 
im allgemeinsten Falle bei der Membran gilt (C). 

Die Annahme variabeler Dicke der Schicht hat keine 
weitere wesentliche Verallgemeinerung zur Folge. 

Dagegen kann hier, wie bei alien Schwingnngsproblemeii; 
in der Differentialgleichung noch ein von u undbhangiges Glied, 
eine beliebige Function der Coordinaten^ hinzutreten, wenn 
namlich auf alle Punkte des schwingenden Systems stetig 
vertheilte dussere Krafte wirken, welche sich iiberall wie 
eine und dieselbe trigouometrische Function der Zeit andern. 
In diesem Falle ^ den man sich am besten bei einer Mem- 
bran realisirt denken kann ( — z. B. indem dieselbe durch 
Schwingungen der umgebenden Luft in Bewegung gesetzt 
wird — ), ist Tc^ von vornherein bestimmt, da die Periode der 
Schwingungen mit derjenigen der Kraft iibereinstimmen muss. 
Endlich sei hier auch gleich erwahnt, dass bei der schwin- 
genden Membran eine Vorrichtung denkbar ware, bei welcher 
in alien Punkten der Verrtickung proportionate Krafte an- 
greifen; dann wurde der mit u multiplicirte Ausdruck die 
Form ¥f -f- F haben, worin f und F irgend welche Func- 
tionen der Coordinaten sind. 

Die unendlich Meinen Schwingungen luftformiger Korper 
in dreidimensiondlen Eaumgehieten hangen bekanntlich, wenn 
die Existenz eines Geschwindigkeitspotentiales vorausgesetzt 
wird, von der DiflFerentialgleichung 



dt' 



= a^ A0 



ab, oder allgemeiner, wenn aussere Krafte mit dem Potential 
P einwirken, von der Gleichung 



a»<D dP , 2AH^ 
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Piir die Verdichtung s = -jfP — -^j gilt, wenn AP=0 

ist, immer die Gleichung ^ = a^As. 

Setzt man nun hier, falls aussere Krafte fehlen, auf Grund 
der Ueberlegung auf S.4, oder wenn solche vorhanden sind, die 

iiberall wie cos variiren, also etwa durch Q cos 



^n ' ^« 



dargestellt werden, aus dem auf voriger Seite angefQhrten 

* — t 
Grunde <P = Un . sin -, so erhalt man fur tin im ersten 



^« 



Falle die Dififerentialgleichung: 

n 

und im zweiten Falle: 

(E) A«„^^ + _^«, = 0. 

n n 

Die Grosse a, welche physikalisch die Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des Schalles bedeutet, kann als Function der Coor- 
dinaten betrachtet werden, indem man etwa, wie schon oben 
erwahnt, die Temperatur der schwingenden Luftmasse als 
variabel annimmt; auch kann dieser Fall dadurch realisirt 
werden, dass verschiedene Gase ungleichmassig gemischt 
sind, — 

!)• Die Schmngungen elastischer fester Korper hangen von 
den Diflferentialgleichungen ab: 

P"ai^ = ^^^ + (^ + Wa^7 

wo w,, v, w die Verruckungen parallel den Coordinatenaxen, 
d die cubische Dilation, (> die Dichte, A und /i die Elasti- 
citatsconstanten bezeichnen. 

M, t;, w lassen sich nun durch vier andere Functionen aus- 
drucken, welche Diflferentialgleichungen von der Form 

^ = a^A0 
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genogen. Man kann namlicli, wie Stokes*) und Cldfsch**) 
gezeigt haben, die allgemeinstes LosuDgen for u, v, w in 
der Form darstellen: 

^ap,air_aF ^ gp . du dw 

dx "^ dy ds ^ ^^^ gy * dz dx ? 

dP , dv -du 

cz * ox cy ' 
wo nun fiir P die Differentialgleichong 

fiir U, V, W dagegen die Differentialgleichung 

bestehen muss. * 

Die letztere Gleichimg gilt insbesondere auch for jede 
einzelne Yerrtlckuiigscomponenie in einem incompressibelen 
Medium, z. B. dem Aether. (Auch die elektromagnetische 
Lichttheorie fdhrt auf Differentialgleichungen derselbenForm.) 
Specielle Falle der obigen allgemeinen elastischen Bewegungs- 
gleichungen sind auch die Differentialgleichungen yon der 

Form ^ = a* j-^, welche ftlr die Torsions- und (naherungs- 

weise) fiir die Longitudinal-Schwingungen von Staben gelten. 

Durch die Annahme harmonischer Schwingungen gelangt 
man in alien Fallen wiederum zur Differentialgleichung (1). 

Wenn man bei den unter a. und b, erwahnten Proble- 
men fiir die Summe zweier (pder mehrerer) Losungen 

von der Form Un . cos und Un . cos setzt. wo t«,i 

und u'n derselben Differentialgleichung Aw + *2w = ge- 
niigen^ so erhalt man einen Schwingungszustand, welcher 
fortschreitenden Wellen entspricht; insbesondere erhalt man 
gleichmassig fortschreitende Wellen, wie man sie in der Optik 

betrachtet, wenn tn = tn"\-^t ist. Denmach bietet die Be- 

*) G. G. Stokes: On the dynamical theory of difiPraction. Trans. 
Cambridge phil. Soc. IX, 1. 1849. Math. Phys. Papers II, p. 268—9. 

**) A. Clebsch : Ueber die Reflexion an einer Kngelflache. Creile's 
Journal Bd. LXI. 195—263. 1863. 
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handlang fortschreitender Wellen keine neuen Schwierigkeiten 
dar, wenn man die Losungen der Di£FerentiaIgleicliung (1) 
fur den betrachteten Raum ( — auch in gescklossenm Raumen 
sind in besonderen Fallen „fortschreitende Wellen" moglich — ) 
kennt. Dagegen sind Wellen, welche in einem vorher in 
Buhe befindlichen Medium erst in der Ausbreitung hegriffen 
sind, bei welchen also die Bewegung des einzelnen Punktes 
keine rein periodische Function der Zeit ist, von unserer 
Betrachtung ganzlich ausgeschlossm. — 

c. Fur die transversalen Schwingungen elastischer Flatten 
gilt die Gleichung 

also, wenn man w = u . sin setzt, 

AAu 7—i n = oder AAt* — k'^u = 0. 

Man kann nun schreiben 

A Aw — h^u = A (Am — Jc^u) + k^ (Aw — k^u) 

= A(Aw + k^u) — *2(Aw + k^u), 

woraus ersichtlich ist, dass man der Differentialgleichung 
A Aw — k*'u = geniigen kann, wenn man w = a'w' + a"w" 
setzt und w' der Gleichung Aw' — ft^w' = 0, w" der Glei- 
chung Aw" + k^u' = unterwirft. Insofern gehort also 
auch dieses Problem zu denjenigen, bei welchen unsere 
Differentialgleichung eine RoUe spielt. 

d. Die Differentialgleichung der Wdrmeleitiing in iso- 
tropen Korpern lautet 

WO V die Temperatur und a^ die Warmeleitungsfahigkeit x divi- 
dirt durch das Product aus Dichte q und specifischer Warme 
c ist. Dieselbe Differentialgleichung tritt auch noch in an- 
deren Gebieten der Physik auf, z. B. bei der Diffusion und 
bei der Ausbreitung elektrischer Strome in unbegrenzten Lei- 
tern durch Selbstinduction. — Dieser Differentialgleichung sucht 
man durch den Ansatz * 



V = >^« w. 



^« 
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za geniigen; wie man dazn kommt^ wurde schon oben (S. 5) 
angedeutet. Es ergiebt sich dann fur u„ wieder: 

n 

NatUrlicb kann auch hier a^ variabel sein, wenn dies von 
der Dichte und specifischen Warme gilt; auch ist dieilelbe 
Verallgemeinerung der Differentialgleichung, welche ftir den 
Fall von zwei Dimensionen bei der Membran besprochen 
wurde^ hier dadurch moglich^ dass man die Warmeleitungs- 
fahigkeit als veranderlich mit dem Orte und der Bichtung, 
also den Eorper als inhomogen und krystallinisch annimmt. 
Die so erhaltene Differentialgleichung hat die Form: 

^ ^^^^ dxdy ^Kdx^dy^ dz I dx 

(F) , ldTH% I .^ I ^^tA ^ 

*\dx'^dy'*' dz/dy 

"^ \ dx '^ dy * dz / dz "^ T^ "^ ' 

Die vorstehende Form, welche, falls u von nur 0wei Coordi- 
naten abhangt, mit (C) mid (D) ubereinstimmt, nimmt auch 

die Differentialgleichung Aw H — j- w = bei Einfuhrung all- 

gemeiner Jcrummliniger Coordinaten an. 

Natiirlich sind hier auch solche Falle denkbar, wo u 
nur von zwei Coordinaten oder von einer Coordinate abhangt. 
Bei eindimensionalen Gebieten (Drahten) gilt dieselbe par- 
tielle Differentialgleichung iibrigens ftlr das dektrische Fo- 
tenticdf wenn ein galvanischer Strom im Entstehen ist (Aus- 
breitung des Stromes in Kabeln). 

Bei der nicht stationaren Warmeleitung in. Flatten oder 
Drahten kann in der obigen allgemeinen Differentialgleichung 
auch noch ein Glied von der Form — h(u— XT) hinzutreten, 
namlich wenn die Oberflache nach dem gewohnlich ange- 
nommenen Gesetze (wonach die ausgestrahlte Warmemenge 
proportional der Temperaturdifferenz zwischen dem aus- 
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strahlenden Flachenelement und 'dem ausseren Medium ist) 
Warme gegen ihre Umgebung ausstrahlt, and die Tempe- 

ratur der letzteren durch Ue *« gegeben ist, d. h. raumlich 
beliebig vertheilt ist und mit der Zeit (Iberall im Ver- 

haltniss e *» sinkt. Die Grosse h bedeutet das aussere 
Warmeleitungs- oder Ausstrahlungsvermogen und ist daher 
stets positiv, kann aber sonst eine beliebige Function der 
Coordinaten sein. — In diesem Falle ist tn, also auch der 
Factor von u in der Diflferentialgleichung, von vomherein 
gegeben, wie bei den er^toungenen Schwingungen von Mem- 
branen u. s. w. — 

e, Wie schon erwahnt, konnen Diflferentialgleichungen 
der hier betrachteten Art auch bei Aufgaben der Potential- 
theorie auftreten, namlich dadurch, dafs man in die Potential- 
gleichung A F = (bezw. deren allgemeine Form in ortho- 
gonalen krummlinigen Coordinaten) fur V das Product aus 
einer Function der einen Coordinate allein, die einer be- 
stimmten gewohnlichen Diflferentialgleichung zweiter Ordnung 
geniigt, und einer Function der zwei anderen Coordinaten ein- 
setzt; die letztere Function muss dann eine partielle Diflferen- 
tialgleichung von der hier zu betrachtenden Art erfSUen. 

Die erwahnte allgemeine Form der Potential gleichung 
heisst, wenn |^, 1^; is ^^® krummlinigen Coordinaten sind, 
und h^d^i^ + h^d^^^ + ^s^ls^ das Quadrat des Linienelemen- 
tes ist, 



= 



setzt man hierin nun z. B. 

F= W. U, 
wo W nnr von |j abhangt und der Differentialgleichung 
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h. h 

genugt (wozu die Functionen -^ und f gewissen Beschran- 
kungen uuterliegen miissen)^ so ergiebt sich: 

Durch derartige Earticularlosungen von der Form TT* U 
kann man der Differentialgleichung des Potentials insbeson- 
dere genugen, wenn es sich um die Losung der fundamen- 
talen Potentialaufgabe, d. h. um die Bestimmung von V aus 
gegebenen Randwerthen^ fiir Raume handelt, welche, allgemein 
zu reden, von sechs eonfocalen Flachen zweiten Grades be- 
grenzt werden*). In diesem Falle, vro 1^, |g, I3 die ellipti- 
schen Coordinaten ft, v, q sind, und die Potentialgleiehung 
die Form 

annimmt, worin 

fW = (^ — ^i)(^ — ^)(^ — ^3); (^ = f^; ^j q) , 
gesetzt ist und e^, e^^ e^ gegebene Constanten sind, wtirde 
man z. B. diejenige Potentialfiinction, welche auf den Begren- 
zungsflachen p==Pi und q=^Q2 vorgeschriebene Werthe be- 
sitzt, aus Partieularlosungen von der Form E^{Q)M{jiLyv) 
zusammensetzen, wo E^ eine Lame'sche Function ist, d. h. der 
gewohnlichen DiflPerentialgleichung 

d'E lf{Q)dE Aff + B p 
d9»"T"2 m dQ 4 Art 

mit passend bestimmten Constanten A und B genugt. Fiir 
D^ ergiebt sich dann die partielle DiflPerentialgleichung: 

(•-») VfW ^ (VTW If ) + (<.-(.) VfW HT (VTW |2) 

*) F. Klein: Math. Ann. 18, 410. 1881. 
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Als specielle Falle bezw. Grenzfalle dieser Dififerential- 
gkichung (6') konnen diejenigen betrachtet werden, auf welche 
man bei den vielfach behandelten Potentialbestimmungen 
fiir Cylinder und -Ktigelsectoren gefuhrt wird. Bei cylindri- 
schen (oder prismatischen) Korpem benutzt man, um ein 
Potential V darzustellen, welches auf den Grundflachen ge- 

gebene Werthe hat tind langs der Mantelflaehe = ist 

dV 
oder der allgemeinen Bedingung A F + ^ = geniigt, 

Particularlosungen von der Form wei**, wo dann gel ten 
muss: 

gp + ap + fc*« = 0. 

Andererseits kann man, wenn fur die Mantelflaehe des 
Cylinders, welche parallel der a;- Axe sei, die Werthe von V 

gegeben sind und fUr die Endflachen eine Grenzbedingung 

dV 
AF+T" vorgeschrieben ist, durch Particularlosungen 

u . 8ink(x — Xq) zum Ziele gelangen und hat dann fur u die 
DiflPerentialgleichung Aw — k^u = 0, Es ist leicht zu sehen, 
dass diese beiden Falle bei der stationaren Warmestromung 
sehr wohl realisirbar sind. Ausserdem erhalt man durch 
Superposition der beiden Losungen, von denen die eine auf 
den Endflachen, die andere auf der Mantelflaehe gegebene 
Werthe besitzt und je auf dem anderen Theil der Begrenzung 
verschwindet, die Losung der allgemeinen Randwerthaufgabe, 
worauf im IV. Theile naher eingegangen werden wird. — Der 
zweite schon erwahnte specielle Fall liegt vor, wenn fiir 
einen Korper, der von zwei concentrischen Kugelflachen und 
einer beliebigen zu denselben orthogonalen Eegelflache be- 
grenzt wird, die Gleichung A F = so integrirt werden soil, 
dass F auf den Kugelflachenstucken vorgeschriebene Werthe, 
auf der Eegelflache den Werth annimmt (oder eine ver- 
schwindende Derivirte nach deren Normale hat). Man setzt 
bei diesem Probleme F aus Particularlosungen von der Ge- 
stalt f^Un tmd r-^^'^Un zusammen, wo n eine vorlaufig 
unbestimmte Zahl ist und Un der partiellen DiflPerential- 
gleichung 
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genQgen muss. Hier ist 0* die „Poldistanz" q) die „geogra- 
phische Lange"; es sei gleieh bemerkt, dass es unter Um- 
standen zweckmassig sein kann, andere Coordinaten, z. B. 
elliptische, auf der Kugel einzufiihren, welcher letztere Fall 
spater erortert werden wird. 

f. Bin hydrodynamisches Problem, bei welehem die 
Differ entialgleiehung Aw + ife^w = eine Rolle spielt^ moge 
hier, obwohl es sich der einen oben besproehenen Potential- 
anfgabe fur Cylinder subsummirt, noch besondere Erwahnung 
finden, weil es sich dabei urn harmonische Schwingungen 
handelt und somit leielit der Anschein erweckt werden kauD, 
als ob dasselbe hinsichtlich der Entstehung der Differential- 
gleichung zu der Gruppe der unter a, bis c, besproehenen 
Schwingungsprobleme gehorte. Es ist das in dieser Form 
u. A. von Kirchhoff*) behandelte Problem der unendlich Jdeinen 
Schmngungen, vmlche eine in einem cylindrischen Gefdss mit ver- 
ticaler Wandung und horizontalem ehenen Boden eingeschlossene 
Flussigheit unter der Wirhimg der Schwere ausfUhren Jcann. 

Hierbei wird angenommen, dass ein GeschtpindigJceits- 
potential q> existirt. Ist die jEf-Axe vertical nach oben ge- 
richtet, ui^d ist z = fClr die in Ruhe befindliche Oberflache, 
z ^= — h fOr die Bodenfiache, so muss tp zunachst der 
Differentialgleichung Ag) = und den Randbedingungen 

-^ = fiir z =^ — A, sowie ^ = an dem Cylinder mantel 

gentigen. An der freien Oberflache muss der Druck constant 
sein, welcher durch die Formel 

— = Const. — -g? — g^ 

gegeben ist; dies ergiebt bei Yemachlassigung kleiner Grossen 
zweiter Ordnung die Bedingungsgleichung 

Man geniigt nun hier der Differentialgleichung A 9 = und 
*) G. Kirchhoff: Mechanik (Leipzig 1877), S. 364—369. 

Pockels, DiffeTentialgleiohang. 2 
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der Grenzbedingung ^^ = fQr jg? = — h durch Particular- 
losungen 

wo tlf(x, y) die Gleichung 

und die Grenzbedingung ^ =» erfflllen muss (aus welcher 

letzteren sich die zulassigen Werthe von h^ bestimmen). 
Endlieh geht die Bedingung fiir die freie Oberflache fiber in 
die gewohnliche DifiPerentialgleichung 

woraus folgt, dass ^ eine trigonometrische Function der Zeit 
ist, also die Form m cos A;c(^ — ^') hat; fiir u(x, y) gilt 
natOrlich wieder die DiflFerentialgleichung (1). 

Es sei noch besonders hervorgehoben, dass k in alien, 
in diesem Paragraphen erwahnten Fallen^ ausgenommen e^ 
stets reell ist. 

§ 2. Direotes Auftreten der Differentialgleiohung 
Am + k^u = in der Fhysik., 

Physikalische Probleme, bei welch en die Differential- 
gleichung Aw + A;^w«=0 unmittelbar^ d. h. ohne Einfiihrung 
einer speciellen Annahme iiber die Abhangigkeit einer Func- 
tion von der Zeit oder von einer Coordinate, auftritt, giebt es, 
soweit mir bekannt, nur zwei; bei beiden ist u eine Func- 
tion von nur zwei Variabeln (Coordinaten auf einer Flache). 

a. Die horizontale Grundflache eines beliebigen Cylin- 
ders sei von einer gespannten Membran gebildet, wahrend 
die verticale Mantelflache aus starrem Material bestehe. 
Dann wird^ wenn der Cylinder bis zur Hohe c iiber der 
Ebene X, T des unteren Randes (der ursprtinglichen Gleich- 
gewichtslage der Membran) mit einer FlUssigkeit angefulU 
wird, die Membran eine bestimmte neue Gleichgewichts- 
lage annehmen, indem sie sich ein wenig nach unten aus- 
baucht; die dabei stattfindende Senkung eines Punktes x, y 
der Membran soil mit ti{Xy y) bezeichnet und als unendlich 
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klein betrachtet werden. Dabei wird der auf jedes Flachen- 
element df wirkenden, nach oben gerichteten Spannungs- 

componente, welche durch p I ^ds ^^pAudf gegeben ist, 

J dn 

das Gleichgewicht gehalten durch das Gewicht der daruber 
stehenden Fliissigkeitssaule, welches = <y(w + c)d/'ist, wenn 
6 das specifische Gewicht der Fliissigkeit bezeichnet. Dem- 
nach erhalt man fur die Function u von re, y die DiflFeren- 
tialgleichung 

Aw -4 — mH — c = 0, 

_ » 
welche, wenn man w' = w + c einfuhrt, in die Form 

Am' + khi' = 

iibergeht. Indem man die Spannung und Dicke als variabel 
betrachtet oder allgemeine krummlinige Goordinaten einfiihrt, 
kann man auch hier auf eine Differentialgleichung von der- 
selben AUgemeinheit kommen, wie sie die unter (C) fiir die 
Schtoingungen einer Membran aufgestellte besitzt. Die Dkhte 
der Membran ist beim vorliegenden Problem natiirlich ohne 
Einfluss. 

I). Das zweite Problem der bezeichneten Art ist das der 
sixdiondren Wdrmestromung in einer gegen die Umgebung frei 
aussiraMenden Platte. 

Die Differentialgleichung, welche in diesem Falle ffir 
die Temperatur u gilt, erhalt man aus der in § 1. d. aufge- 
stellten einfach dadurch, dafs man tn = oo setzt; dann wird 
namlich die Temperatur v von der Zeit unabhangig und 
= Uun = u. Es ergiebt sich so fiir isotrope ebene Flatten 

dx.AM — a(m— cr) = o, 

worin x. und h die friihere Bedeutung haben, 8 die (sehr 
kleine) Dicke der Platte und TI die in Bezug auf die Zeit con- 
stante, aber langs der Platte beliebig vertheilte Temperatur 
der Umgebung bezeichnet. Wenn letztere liberall gleich ist, so 
kann man sie ohne Beschrankung gleich Null setzen und erhalt 

Aw + h^u == 0, 

wo Z;* aber sicher negatiVy also Jc rein imagindr ist im Gegen- 
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satz zu dem vorhergehenden Falle, wo i* der Natur der 
Sache nach nothwendig positiv war. Wenn die leitende Platte 
zwar eben, aber krystalliniscli und von variabler Dicke und 
Leitungsfahigkeit, oder wenn sie beliebig gekriimmt ist, so 
tritt an Stellfe von Sxt^u der friiher aufgestellte allgemeitie 
Differentialausdruck; auch der Factor von u kann eine be- 
liebige Function des Ortes sein, jedoch mit der Beschrankung^ 
nur negative Werthe anzunehmen, (da ein negatives Aus- 
strahlungsvermogen h wohl nicht vorkommen kann). Ist u 
nur von einer ^Coordinate abhangig, so erhalt man die be- 
kannte gewohnliche Differentialgleichnng fiir die stationare 
Warmestromung in einem diinnen Stabe, dessen Oberflache 
frei ausstrahlt. 

§ 3. Allgemeinste GleiohiingBf orm , welohe bei den im 
Vorhergehenden erw'ahnten physikalisohen Froblemen 

vorkommt. 

Die allgemeinste Differentialgleichung, welche bei den 
besprochenen physikalischen Aufgaben auftritt und im Fol- 
genden in den Bereich der Betrachtung gezogen werden soil, 
hat die nachstehende Form; 

bei 3 unabhangigen Variabeln (cf. Gleichung E und F): 



'11 dx* ^ "'22 dy^ ^ "'38 dz^ ^ ""'23 dydz ^ "'^1 dzdx 
^2) oxoy ^ \ ox ' oy * oz / ox 

+(*+-+-)l-;+(fe+-+-)if 

+ aw + ao = 0, 
bei 2 Variabeln (cf. B, C, D und G): 

^11 dx^ "*" "^^12 J^ -t- «22 ^* -r \-^ -T -J^J J^ 
(3) + (^ + ^) |!* 

* \ OX ' oy / dy 
+ aw + ^0 = 0; 



bei einer Variabeln (cf. A): 
d^u , da., du 
^1 dx* ^^ dx dx 



(4) anj:r. + ^^ + au + a„ = 0. 
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Darin konnen die Coefficienten a**, a, a^ beliebige Punctionen 
der unabhangigen Variabeln sein, Meistens wird von den- 
selben aber a^ gleich Null, oder, was im Wesentlichen auf 
dasselbe hinauskommt; gleich einer Constanten gesetzt wer- 
den. Perner ist hervorzuheben, dass in Polge der physika- 
lischen Entstehung der Differentialgleichung die Coefficienten 
Uhk so beschafifen sind, dass die quadratische Porm Uahk^h^k 
eine definite ist. 



B. Vorkommen der zu betraehtenden Differentialgleichung in 

rein mathematischen Arbeiten. 

§ 4. UnterBuohungen fiber die Differentialgleiohimg 

an und fiir sich. 

£s ist hier zunachst eine Beihe von Arbeiten zu erwahnen^ 
in welchen die oben angefQhrten allgemeinen Differential- 
gleichungen an sicb, ohne Anwendung auf besondere Probleme^ 
untersucht werdeu. 

a, Mit den Integralen der gewohnlichen Differential- 
gleichung 

d [ du\ , ^ 

55Ka^) + «« = 0' 

auf welche sich ubrigens die allgemeinste lineare homogene 
Differentialgleichung 2*®' Ordnung 

dadurch zurUckfiihren lasst^ dass man sie mit dem inte- 
grirenden Pactor der zwei ersten Glieder multiplicirt, haben 
sich Sturm und Liouville*) beschaftigt. Ihre wichtigsten 
Besultate werden spater Erwahnung finden. Dies ist da- 
durch zu rechtfertigen^ dass jene Resultate das Yerstandniss 
der Eigenthiimlichkeiten, welche die Losungen der von uns 
zu betraehtenden partiellen Differentialgleichungen darbieten^ 
wesentlich erleichtern. Dagegen wiirde es dem Zwecke dieser 



*) Liouville's Journ. I, p. 106, 253, 269, 375. 1836. 
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Schrift natiirlich nicht entsprecheu^ auf die zahlreichen mathe- 
matischen Untersuchungen fiber specielle lineare Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung einzugehen. 

h. In neuerer Zeit haben Du Bois-Reymond, Ficard und 
Bianchi Abhandlungen fiber lineare partielle Differential- 
gleichungen mit zwei unabhangigen Yariabeln yeroffentlicht^ 
worin ausser aaderen wiehtigen Problemen, die zum Theil 
spater besprochen werden soUen, die Frage der IleducHim ^enibx 
Differential gleichungen auf Normalformen behandelt wird. 

Du BoiS'Reymond*) hat gezeigt^ dass sichdie allgemeinste 
homogene lineare partielle Differentialgleichung 2^ Ordnung: 

^dx^^^dxdy^-^ dy'^^ dx^ ^ dy^ ^^ ^ 
durch Einfahrung neuer reeller unabhangiger Variabeln 

l-=q>{x, y), ri^q>^(Xy y) 
stets auf eine der drei Formen 

II. E'|^ + P'||+(2'|^ + Z« = 0, 

bringen lasst^ und zwar auf die Form 

I, wenn 8^ — 4tBT>0, 
II, „ S^-4:BT=0, 
III, „ S^ — 4cRT<0 ist. 

Der genannte Mathematiker behandelte eingehend nur 
die Differentialgleichungen des Typus I, welchen er den 
hyperbolischen nennt im Gegensatz zum parabolischen Ty- 
pus II und zum elliptischen III. Da nun unsere Differential- 
gleichung zum elliptischen Typus gehort (vergl. die Bemer- 
kung am Schlusse von § 3), so kommt die Abhandlung 
Dti Bois-BeymofuFs fiir uns weiter kaum in Betracht. 

Dagegen bezieht sich die Untersuchung von Bianchi**) 

*) Crelle's Journal 104, Capital IV u. V. 1889. 
**) Rendiconti della R. Accad. dei Lincei V, 2, 1889, p. 6. 
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ausschliefslich auf die Differenlialgleichungen vom elUptischen 
Typus, und zwar auch auf nicht homogene-, die von Bianchi 
betrachtete allgemeine Form ist also: 

worin die Coefficienten nur der Ungleichung 

unte^worfen sind. (Man pflegt diese Bedingung auch so 
auszusprechen: die CharakteristiJcen sollen imaginar sein.) Zu- 
nachst interessiren uus hier nur die auf die Beduction der 
Differentialgleichung. bezUglichen Resultate Biandii's. FQhrt 

man neue Variabele S, rj ein und setzt g— = 6n g"^ "^ Ssi 
g-j = 111 u. 8. w., so werden die Coefficienten der transfor- 
mirten Differentialgleichung: 

a' = ag,« + 26|ig, + cl2' 

c' — ari^^ + 26i?i9jg + ci/^*, 

a' = alii + 26gi2 + d,, + agi + /Sfe, 

/J' = ai^ii + 26iji2 + c%2 + a^i + /Jiy,, 

Hieraus geht hervor, dass man a und j8' zum Verschwinden 
bringen kann, indem man fiir § und i} irgend zwei Integrale 
der partiellen Differentialgleichung 

F(u) = 

nimmt, wobei unter jF(u) die linke Seite der urspriinglichen 
Differentialgleichung verstanden ist. Durch diese Verfiigung 
fiber I und r^ wird aber nattirlich verhindert, dass man 
gleichzeitig die Coefficienten der zweiten Differentialquotien- 
ten in der Weise reduciren kann, wie es bei Du Bois-Eey- 
mond geschehen ist. Man kann nun, nachdem so F{u) auf 
die Form 

gebracht ist, einen Multiplicator fi so bestimmen, dass 
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wird, wo 9 iind ^ homogene lineare Functionen von ^ und 
7.— sind. Setzt man namlich 

SO erhalt man zur Bestimmung yon ft und a die Gleichungen 

man kann demnach fiir fi irgend ein Integral der partiellen 
Differentialgleichung 

(der sogen. adjungirten Gleichung*) zu i^(w) «=» 0) nehmen 
und hat dann zu setzen: 

"-/(-'-^«+(w+2-^)'"'i- 

Die BiancMsche Normalform der allgemeinsten linearen 
partiellen DiflFerentialgleichung (deren elliptischer Typus hier- 
bei noch nicht in Betracht kommt) ist also: 

ali«al + «a^}+a^u2*-«)-as + "a^H»'" + *^' 

wo a, a, &, c, y, 8 beliebige Functionen von g, iy sind. 

Bianchi fiihrt die analoge Transformation auch fiir den 
Fall durch, dass u von mehr als zwei Yariabeln x^. .Xk . . . 
abhangt. Das Besultat ist, dass die Differentialgleichung 

22^'* d^, + 2^i • 1^. == ^'^^ + * 
auf die Form 

gebracht werden kann, worin im Allgemeinen nicht «.» = a^ ist. 
Einer anderen Beschrankoug unterwirft Picarddie linearen 

*) Darboux, Th^orie g^n^rale des surfaces, Paris 1887; § 364. 
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partiellen Differentialgleichungen zweiter Orduung, welche 
er in seiner ersten hierher geli5rigen Arbeit (im Band XII 
der Acta mathematica, 1889) untersueht. £r setzt namlich 
voraus, dass die Differentialgleichung der Ausdruck fOr das 
Yerschwinden der ersten Variation eines iiber den Bereich 
der Function u zu erstreckenden Doppelintegrales ist^ dessen 

Element eine quadratische Form von **> q-~ ? ^ ^^^ beliebig 
variabeln Coefficienten ist. Heisst jene quadratische Form 

SO ergiebt sich als Bedingung ffir das Yerschwinden yon 

die Gleichung 

(6) A'p^, + 2B^ + A"p^, + i^-f + ^^Y^ 

^ ^ oar ' oxoy * 9y' * \ ox ^ oy/ ox 

welche aus der JBiancAi'schen dadurch hervorgeht^ dass man 
in let^terer speciell a,* = a*,- (bezw. h = a) und d' (bezw. 8) 
«= setzt. Damit eine homogene lineare partielle Differen- 
tialgleichung zweiter Ordnung 

(6) ag^. + 26g^ + Cg^, + d3^ + Cg^ + /-« = 

ZU dieser Classe gehore^ muss zwischen den Coefficienten 
eine Bedinguugsgleichung bestehen^ namlich 

(c(d- — — —)-b(e - — — —]] 
^ I \ dx dy) \ dx ■ dyf > 

dy^ ac — 6* 

(a(e - — - — ) - bid——- —) ] 

dxy ac — b^ f ' 

welche z. B. immer erfullt ist, falls die Coefficienten con- 
stant sind. Wenn die Coefficienten ihr gen^gen^ so unter- 
scheiden sie sich von denjenigen A\ 2B u. s. w. der oben an- 
gegebenen Gleichung (6) nur um einen gemeinsamen Factor 
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A {Xj y), der als Function von x, y dadurch bestimmt ist, dass 

i^ und ^-^ gleich den in der Bedingungsgleichung nach 

y bezw. x differentiirten Ausdriicken sind. Demnach kann 
man, wenn eine DifiPerentialgleichung dieser Classe gegeben 
ist, aus ihren Coefficienten riickwarts diejenigen der quadra- 
tischen Form bestimmen, aus welcher sie sich durch Varia- 
tion ableiten lasst. Dabei bleiben aber JB", B', A in ge- 
wissem Grade willkiirlich, da sie nur der einen Gleichung 

zu geniigen brauchen; dies ist fUr die im IV. Theile zu be- 
spreebenden Untersuchungen Picard's von Wichtigkeit. Man 
sieht aus dem Vorhergebenden, dass sicb die Picard'sche 
Differentialgleichung mit der yon uns zu betrachtenden vollig 
deckt, sobald man einerseits in letzterer das absolute Glied 
Uq fortlasst, andererseits die Coefficienten der Picard'schen 
Gleichung der Ungleichung 

ac>h^ Oder AA" > B^ 

unterwirft, welcbe aussagt, dass die zu Grunde gelegte quadra- 
tische Form definit ist. 

Daber ist es wohl angebraclit, auf die von Picard durcb- 
gefabrte Transformation dieser Diflferentialgleichung etwas 
einzugehen. Statt der* Dififerentialgleicbung selbst transfor- 
mirt Picard die zqgehorige quadratische Form, in welcher 
JB" und B' von vornberein gleich Null gesetzt werden kon- 
nen. Durch EinfGhrung neuer Variabeln X, Y kann man 
zunachst den Ausdruck 

jr /duy , 25— — 4- ^" (—Y 
\dxl ^^ dx dy^^ \dyl 

auf die Form fi | \^-^ + (o-j) j hringen. Diese Variabeln 

X, Y sind dieselben, fiir welche 

A'dx^—2Bdxdy + A'df 

sich auf M(dX^ + dY^) reducirt; man findet sie daber, in- 
dem man die Differentialgleichung der Gharakteristiken 

A'dx^ - 2Bdxdy + Adf = 
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integrirt, deren Integrale, wenn A Al' > W ist, die Form 
X + i F haben, wobei 

dX = G{A:'dx — Bdy), dY=CyA'A" — jB'dy 
ist. 

Damit die neuen Variabeln reell werden, muss die oben 

schon erwahDte Bedingung A A'' — JB^ > erfflUt sein. 

Das Doppelintegral 

geht jetzt liber in 



m 



m 



wo in und iiL Funetionen von X, Y sind, und dementsprechend 
die betrachtete DiflFerentialgleichung in 

Fubrt man nun statt u als abhangige Variable u . iil = u 
ein^ so ergiebt sich 

^ to + ar^; - \m} + a^) + ^ Jr = 

oder 

(8) Aw' + A;Y(X, r) w = 0. 

Damit ist gezeigt, dass sich alle von uns zu betracb- 
tenden Differentialgleichungen auf die yorstehende einfache 
Form bringen lassen*), worin nur noch eine gegebene Func- 
tion von X, Y additiv hinzutritt, falls in der ursprtinglichen 
Differentialgleichung ein solches Glied vorhanden war. Das- 
selbe gilt im Falle von drei unabhangigen Variabeln. Daraus 
geht hervor^ dass die Betrachtung der Differentialgleichung 

Am + Tc^fu = 
mit variabelem f schon unseren ganzen Gegenstand umfasst, 

*) Ein besonderer Fall ist die von Stokes (Cambridge and Dublin 
Math. Journ. VI, p. 216. 1851) benutzte Reduction der Differentialglei- 
chang fur die W3,rmeleitnng in einem homogenen krystalliniscTien EOrper 
auf die Form Au -\- k^u '^ durch Einfuhrung schiefwinkliger Coordi- 
naten und geeigneter L&ngeneinheiten, also durch affine Transformation ; 
hierbei sind die Coefficienten der ursprunglichen Differentialgleichung 
Constanten, folglich wird auch [i nur ein constanter Factor. 
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und dass die fiber die Integrate derselben aufgestellten Satze 
eine sehr allgemeine Bedeutung haben. 1st die ursprungliche 
DifiPerentialgleichung in der Form 

\g^ — F — \ l—F—A-E — 

,g,x _a_ dp dq ) t ±_ I ^P ' g j 

^ ^ dp [ yjSG-^F^ i dq \ yEG'-F^ 



+ ^^f(P> 3) • y^G - F^ . M = 
gegeben, so sind die nach dem angegebenen Yerfahren zu 
bestimmenden neuen Variabeln X, T dieselben, welche man 
einfUhren wiirde^ um die krumme Flache, deren Linienelement 

= YFdp^ + 2Fdpdq + Gdg^ 

isty auf die Ebene conform abmhilden. Demnach kann man 
z. B. statt der Schwingungen einer gekrtimmten Luffcschicht 
yon constanter Dicke und Temperatur diejenigen einer ebenen 
Luftschicht von in bestimmter Weise variabeler Temperatur 
oder einer Membran von yariabeler Dichte betrachten. 

Hier ist es wohl am Platze, einige Bemerkungen liber 
das Verhalten der Differentialgleichung 

hei der conformen Abbildung hiuzuzufugen. Die Diflferential- 

d^u d^u 
gleichung des logarithmischen Potentiales ^— , + ^— j = 

bleibt bekanntlich bei der conformen Abbildung ganz unyer- 
andert, was in der Potentialtheorie den grossen Vortbeil ge- 
wahrt; aus der bekannten Losung fur irgend ein einfach ge- 
staltetes Gebiet diejenige fiir ein anderes gegebenes Gebiet ab- 
leiten zu konnen. So gUnstig liegen die Yerhaltnisse zwar bei 
unserer Differentialgleichung nicht, aber immerhin sind sie 
nocb yon bemerkenswerther Einfachbeit. Ffihrt man namlich 
neue Variabele x', y' so ein, dass der gegebene Bereich yon 
u in der XF-Ebene auf einen anderen in der X'Y'- Ebene 
conform abgebildet wird^ setzt man also 

x + iy = F{x' + iy) , 
wo F eine beliebige analytische Function bezeichnet, so 
andert sich an der Differentialgleichung weiter nichts, als 
dass ¥f.u noch den Factor 
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erhalt*), welcher dcLS Beciproke des Fldchenvergrosserungsverhdlt-- 
nisses ist. Dies bedeutet z. B. fttr das Problem der schwin- 
genden Membran^ dass die Losung der DiflFerentialgleiehung 
ihre Form voUstandig beibehalt, wenn man das von der Mem- 
bran bedeckte Ebenenstiick auf irgend ein anderes conform 
abbildet und dabei die Dichtigkeit so *andert^ als ob die 
Flaehenelemente der Membran bei unveranderter Masse und 
Spannung wirklicb so auseinandergezogen warden, wie es 
der conformen Abbildung entsprieht. (Die Enotenlinien der 
in dieser Beziehung zu einander stehenden Membranen sind 
Curven, die sich bei der conformen Abbildung entsprechen^ 
und die Eigentone stimmen uberein.) Demnach kann man 
eine beliebige homogene Membran durch eine andere yon 
vorgeschriebener Begrenzung, aber variabeler Dichte er- 
setzen. Man kann aber nicht umgekehrt das Problem fiir 
eine beliebige inhomogene Membran auf dasjenige fiir eine 
homogene zurtickfuhren, sondem dies ist nur moglich, wenn 
die Dichte der ersteren als Function von x, y einer gewissen 
Bedingung geniigt. Sind s und e^ die Dichten der beiden 
einander durch conforme Abbildung entsprechenden Mem- 
branen in der XT- und X' Z'-Ebene, und soil e^ constant wer- 
den, so muss, wie Routh**) gezeigt hat, s der Gleichung 

»!lo4i + £!l2fi = Oder ^-^2«J ^ ^JJ2«J ^ q 

dx* ' dy* ox ^ * dy ^ 

geniigen. Es folgt dies auch einfach daraus, dass nach dem 
Vorhergehenden log a der reelle Theil einer Function des 
complexen Argumentes x + iy oder x + iy' ist. — Die vor- 
hergehenden Bemerkungen gelten natfirlich mit leicht er- 
sichtlichen Modificationen auch fQr die anderen Probleme 
(Luftschwingungen, Warmestr5mung), bei welchen die Glei- 
chung Aw + lc^f{x, y)u =s far ebene Bereiche auftritt. 
Endlich sei hier noch hervorgehoben, dass hiemach die 



*) Fi bezeichnet die zu F conjugirte Function. 
**) B. J. Bouth : Dynamics of a system of rigid bodies. Advan- 
ced part. 4. Aufl. London, Macmillan and Co. 1884^ p. 333. 
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Integration unserer Differentialgleichung ftlr correspondirende 
Gebiete anf einander abtmcJcelbarer Flsichen genau die glekhe ist. 

§ 5. Vorkommen der Differentdalgleiohung Afi -{- ^f^ = 

in der Minimalfl&ohentheorie. 

Ein mathematisches Problem ^ welches als Hiilfsmittel 
die Integration einer speciellen Differentialgleichung von 
der Form Aw + h^f . w = 0, namlich derjenigen, in welcher 

h^f "= /. I « I M ^st, erfordert, ist die Untersuchung der 

^1 -f- a; "T" V ; 

zweiten Variation des Flacfaeninhalts von Minimalflachen- 
stdcken, ein Problem, welches von H. A, Schwarz in seiner 
Festschrift: „Ueber ein die Flachen kleinsten Flacheninhalts 
betreffendes Problem der Variationsrechnung" (Helsingfors^ 
1885) behandelt worden ist*). 

Daselbst wird gezeigt^ dass ein MinimalflachenstOck unter 
alien von derselben Randlinie begrenzten und ihm unendlich 
benachbarten Flachenstiicken dann wirklich den kleinsten 
Flacheninhalt besitzt^ wenn es moglich ist^ auf beiden Seiten 
des gegebenen Flachensttickes eine dasselbe enthaltende Schaar 
von Minimalflachenstticken so zu construiren, dass der Ab- 
stand je zweier unendlich benachbarter Flachenstucke der 
Schaar uberall eine unendlich kleine Grosse derselben Ord- 
nung ist^ also insbesondere nirgends verschwindet. 

Man kann nun nach Schwarz zu einem gegebenen Mini- 
malflachenstiicke immer beiderseits eine Schaar benachbarter 
construiren, von denen je zwei unendlich benachbarte einen 
Abstand besitzen, welcher durch das Product einer unendlich 
kleinen Constante b und einer gewissen Function V' gegeben 
ist; fUr diese Function V' ergiebt sich aus der Minimal- 
flachentheorie die partielle Differentialgleichung: 

dV^ ^1?* ^ (1 + s* + i?T ' 
worin % rj die rechtwinkligen Coordinaten in der Ebene be- 
zeichnen, auf welche das sphSaische BUd des gegebenen Mini- 

*) Vergl. ancb: ^Gesammelte mathematische Abhandlangen von 
H. A. Scbwarz", Berlin, 1890. 1. Bd., p. 236—40. 
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malflachenstflckes stereographisch pnyicirt ist. Die Frage, ob 
das MiuimalflachenstUck wirklich ein Minimum des Flachen- 
inhalts bei festgehdUener Begrenmng besitzt, ist demnach auf 
die andere zuriickgefiihrt; ob es eine Losung der vorstehen- 
den partiellen Differentialgleichang giebt^ die in dem Be- 
reiche T, welcher dem gegebenen Minimalflachenstiicke ent- 
sprichty sicb regular verbalt und nar reelle^ iiberall (auch nocli 
auf der Begrenznng) von Nidi verschiedene Werthe annimmt. 
Dass sich fdr ^ gerade die obige Differentialgleichnng 
ergiebt, welche, wie wir spater (in II, § 7, b) sehen werden, 
ffir die gewohnlichen Kugelfldchenfiinctionen ersten Grades 
gilt*), hat seinen Grnnd darin, dass sich einerseits die Func- 
tion ^ nach der Theorie der Minimalflachen in bestimmter 
Weise durcb eine willkfirliche Function des complexen Argu- 
mentes | + irj und die conjugirte, oder also durch ein be- 
liebiges logarithmisches Potential in der EH-Ebene ausdriickt, 
und dass andererseits, wie F, Klein in seiner Vorlesung 
fiber ^^Lame'sche Functionen" (Winter 1889/90) bemerkt hat, 
der aus einem beliebigen logarithmischen Potential V ge- 
bildete Ansdmck 






V ( =^ = y — \ 1 



dhi * , . dh 



m 



^m 



worin ^ ot-" ®^^® w-malige Differentiation nach irgend 

welchen Bichtungen bedeutet, und welcher fUr m = 1 mit 
dem erwahnten fur die Function ^ identisch wird, eine Kugel- 
function m^^ Grades im Baume von drei Dimensionen^ oder 
wenn man nach Ausfiihrung der Differentiationen r constant 
setzt, eine Kugelflachenfiinction w*^ Grades darstellt**). Letz- 
teres ergiebt sich auf folgende Weise. Setzt man k^=0 oder 



*) Fiir die Kugelflachenfanctionen m^^ Grades tritt 4:m(m + 1) 
an Stella des Coefficienten 8. 

**) Maxwell hat gezeigt (Elektricita,t und Magnetismns, Uebers. y. 
Weinstein, I. p. 194—196), dass obige Formel, wenn man von dem spe- 
ciellen logarithmischen Potential V = Const, ansgeht, die allgemeinste 
raiionale game („harmonische^') Eugelfl^chenfanction liefert. 
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m as 0; SO sieht man aus der Differentialgleichung, dass man 
eine Kugelflachenfonction O^'' Grades unmittelbar dadurch er- 
halt^ ddss man ein beliebiges hgarifhmisches Potential V in der E H- 
oder X Y-Ebene durch stereographische Projection auf die Kugel- 

fldche iibertragt, Diese Kugelflachenfunction V ( ___ , ^ j 

lasst sich nun, indem man f'iir r setzt Yx^ + y* + ^; ^^ ^i*^^ 
Function der Yerhaltnisse x:y:0, d. h. eine homogene Func- 
tion nullten Grades der x, y, 0, verwandeln und stellt dann 
eine rdumliche Kugelfunction 0*®^ Grades dar, genUgt also den 
Gleichungen 

Unter BerQcksichtigung dieser Gleichungen ergiebt nun eine 

einfache Rechnung^ dass der Ausdruck r^'w+i — - — — — 1 — 1 , 

doer dy os ^ ^ ^ 

wo |x + i/+jr=m ist, undfolglich auch r^'w+i -^ ^j— I — j 

der Differentialgleichung des Potentials geniigt. Da letzterer 
Ausdruck nun eine homogene Function w*^ Grades von a;, 
y, z ist, so ist er also in der That eine raumliche Kugel- 
function w*®*^ Grades. 

Naher auf diesen interessanten Zusammenhang zwischen 
der Theorie der Eugelfunctionen und derjenigen des logarith- 
mischen Potentials einzugehen, w^rde nicht den Zwecken der 
vorliegenden Darstellung entsprechen. 

(Auf diesen Zusammenhang bezieht sich auch eine Arbeit 
von TT. F. Donkin, Phil. Transactions Vol, 147, p. 43 — 57, 
1857, welche mir erst bei der Correctur bekannt wurde.) 



11. Theil. 

Von den ansgezeiclineten Losnngen. 

A. Allgemeine Theorie der ausgezeidmeten Losnngen. 

§ 1. Grenzbedingiingexi, welche bei den physikalisohen 
Froblemen vorkommen. — Definition der ausgezeidmeten 

Losnngen. 

Es wurde schon erwahnt, dass bei den meisten der physi- 
kalischen Probleme, welche auf die Differentialgleichung 

und verwandte fiihren, namlich bei alien im I. Theile unter A. 
§ 1 angefuhrten Aufgaben, sofern nicht die Abhangigkeit von 
der Zeit oder von einer Coordinate von vornherein gegeben 
ist (was z. B, bei erzwungenen Schwingungen der Fall ist), 
der constante Factor h^ zunachst unbestimmt bleibt. In diesem 
II. Theile soil ausschliesslich von der Integration unserer 
Differentialgleichung unter denjenigen Bedingungen, wie sie 
bei den physikalischen Problemen dieser Art gegeben sind, 
gehandelt werden. Es sind daher vorerst diese Bedingungen 
selbst in's Auge zu fassen, wobei immer kurz von der Diffe- 
rentialgleichung 

ge^prochen werden soli, da die zulassige Verallgemeinerung 
aus den Entwickelungen des I. Theiles hinreichend ersicht- 
lich ist. 

Die erste Bedingung ist immer die, dass die Losung u 
in dem gegebenen ein-, zwei- oder drei-dimeusionalen Ge- 
biete, fur welches die Differentialgleichung zu integriren ist, 
uberall eindeutig, endlich und nebst ihren ersten Differential' 

Fookels, Differentialgleichung. 3 
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quotienten stetig sein soil ; dies wird in alien Fallen durch 
die physikalische Bedeutung von u erfordert. Ausserdem 
muss aber u an der Begrenmng des Gebietes gewissen Bedin- 
gungen gentigen^ welche nun uaher zu erortem sind. 

Bei einer Saite mil festen EndpunJcten oder einer in einen 
siarren Eahmen gespannten Membran muss an der Begrenzung 
die Verriickung verschwinden, folglich 

u = 

sein*). Ebenso muss bei einer schwingenden Luflplatte mit 
offenem Bande an dem letzteren die Verdichtung, mithiu 
auch u, gleich Null sein, wenigstens sehr annaherud. 

Bei den in I; § 1. d. und e. erwahnten Poblemen der 
Warmestromung tritt die Grenzbedingung u = auf , wenn 
die Oberflache des leitenden Korpers auf der Temperatur 
erhdlten wird; in ahnlicher Weise lasst sich dieselbe bei Pro- 
blemen der statiooaren elektrischen Stromung, welche auf die 
in § 1. e. erwahnten Potentialaufgaben ffihren, interpretiren. 

Die zweite einfache und haufig vorkommeude Grenzbe- 
dingung ist die, doss der erste IHfferentialquotient von u na^ch 
der Normale der Oberflache bezw, des Bandes verschwinden 

soil: o— = 0. Dieselbe gilt bei den Schwingungen von Luft- 

masseny die von vollig starren Wanden eingesckhssen sindy bei 
der Warmestromung J wenn die Oberflache vor Wdrmedbgabe 
nach aussen geschiitzt ist, bei der elektrischen Siromung in 
cylindrischen Metallkorpem (cf. die Potentialaufgaben I, § 1. e), 
sowie auch bei den unter I, § 1. f. besprochenen FliissigkeitS' 
schwingungen] sie bedeutet in alien diesen Fallen^ dass die Be- 
wegungscomponente senkrecht zur Begrenmng verschwinden muss, 

Beide Grenzbedingungen, i* = und ^ = 0, konnen als 
specielle Falle der allgemeineren 

(9) ai^ + ^|| = o Oder hu + ^^^0 



*) Die Werthe der Function u und ihrer Di£Perentialquotienten in 
Punkten der Begrenzung soUen immer durch einen horizontalen Strich 
aiissrezeichnet werden. 
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aufgefasst werden, worin a, fi bezw. h gegebene Constanten 
oder auch langs der Begrenzung gegebene Functionen sind 
und 6 eine fur jeden Punkt der Begrenzung gegebene Rich- 
tang bezeichnet; denn man erhalt die erste oder die zweite^ 
jenaehdem man /3 oder a gleich Null setzt^ falls zugleich 6 
uberall mit der Normale n zusammen^Ut. 

Fur das Folgende sei noch festgesetzt, dass mit n immer 
die Richtung der nach atissen gerichteten Normale bezeichnet 
werden soil. 

Man kann die allgemeine Greuzbedingung auch schreiben * 

wo dann yx, yyy y» gleich den Producten aus /3 und den 
Richtungscosinus yon fi sind. 

Dieselbe findet eine anschauliche Interpretation nur bei 
den Warmeproblemen, wo sie ftir solche Begrenzungstheile 
gilt; welche durch StraHung oder Leitung Wdrme an ein urn- 
gebendes Medium von der constanten Temperatur abgeben 
und der Kiirze wegen spaterhin als ^,frei ausstrahlende^ be- 
zeichnet werden sollen. Hat die DiflFerentialgleichung der 
Warmeleitung die auf S. 13 angegebene allgemeine Form, 
so wird namlich die Bedingung, dass jedem Element der 
Begrenzung wahrend des Zeitelementes dt ebensoviel Warme 
aus dem Innern zustromen muss, als es nach aussen abgiebt, 
durch die Oleichung ausgedriickt: 

(«ii cos {nx) + Xi2 cos (ny) + x^^ cos {nzyj ^ 
(9") + (xi2 cos {nx) + X22 cos (ny) + x^g cos (nz)) 7 " 



-f (xi3 cos (nx) + Xgg cos (ny) -f- X33 cos (nz)) -. ^ 



dy 

du 



-j- au == Oj 

worin a das Ausstrahlungsvermogen ist. Sowohl dieses, als 

die Coefficienten von j-, g— , g— , also yx, yy, y,, konnen 

variabel sein unter der Beschrankung, dass sie alle positiv sein 
rnussen; denn negatives Leitungs- und Ausstrahlungsvermogen 
siad pbysikalisch unmoglich. Bei isotropen Korpem heisst 
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du 
die Gleichung hu -^ ^ ^^^j ^^^ ^^® Grosse h bedeutet dann 

das Verhaltniss der ausseren Warmeleitungsfilhigkeit oder 
des Ausstrahlungsvermogens zur inneren Leitungsfahigkeit. 
Bei der schwingenden Saife und Menibran stellt sich die 

Grenzbedingung At* + ^ = ein, wenn man annimmt, dass 

die Enden bezw. der Rahmen nicht absolut fest sind^ son- 
dern der Bewegung der angrenzenden Theile ein wmig nach- 
geben konnen und dabei durch Krafte, welche der Verriickung 
aus der Gleichgewichtslage proportional sind, also etwa wie 
Federn wirken, zuriickgehalten werden. Diese Krafte sind 
dann durch fiWy die wirksamen Spannungscomponenten durch 

-|- 2)„ p— , wo j>« die Spannung in der Richtung n bedeutet, 

gegeben, und wenn m die Masse der Endpunkte der Saite 
bezw. der Langeneinheit des Rahmens ist, so gilt fQr die 
Funkte der Begrenzung die Bewegungsgleichung 

d^w — , dw 



m 






welche nach Einsetzung von w = u sin fiir u die Grenz- 
bedingung 

m 

'*""? 
ergiebt ; hier ist also 1% = und kann im Gegensatz zu 

den Warmeproblemen auch negativ sein. Im Falle variabeler 
Spannung erhielte man wieder die allgemeinste Grenzbe- 
dingung au -{- p ^ = 0, 

In ahnlicher Weise Hesse sich das Vorkommen der 
Grenzbedingung hu -{- ^ = bei den Luftschwingungen den- 
ken; indessen ware ihre Deutung mindestens ebensowenig 
den wirklichen Verhaltnissen entsprechend, wie im vorher- 
gehenden Falle. 

Ausser den unter der Form 9) enthaltenen Grenzbedin- 
gungen bietet sich bei manchen Problemen noch eine andere 
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dar, welche man als die Grenzhedingung der Feriodicitat be- 
zeichnen kami; und welche in der Forderung besteht^ da>ss 
an correspcyiidirenden Stellen zweier Begrenzungssiiicke eines Be- 
reicheSy die mit einander zur Deckung gebracht werden kimnen, 

die Werthe von u direct, diejenigen von g— entgegengesetzt gleich 

sein sollen, Wir werden diese Grenzhedingung nur hei sol- 
chen speciellen Fallen beriicksichtigen, wo sie eine physi- 
kalische Bedeutung hat, obgleich sie mathematisch wohl von 
allgemeinerem Interesse ware. 

Obwohl bei einzelnen physikalischen Problemen, wie bei 
den Transversalschwingungen elastischer Flatten, complicirtere 
Grenzbedingungen auftreten konnen, so wollen wir nns doch 
auf die soeben besprochenen beschranken, um die Einheit- 
lichkeit zu wahren. Dabei sei noch einmal hervorgehoben, 
dass h alle reellen Werthe annehmen kann, wahrend die 
Aenderung der Bichtung 6 dnrch die Coefficienten der fiir 
das Innere des Gebietes geltenden Differentialgleichung schon 
bestimmt ist. 

Die Aufgabe; auf welche man bei den unter I. A. § 1 
erwabnten physikalischen Problemen gefiihrt wird, ist dann 
stets diese: Eine vofi verschiedene Losung der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 

Am + ifcy. w = 0, 

(bezw. einer verwandten von der Form (2) oder (3)), zu finden, 
welche innerhalb des gegebenen Bereiches endlich^ stetig und ein- 
deutig ist (sich ^regular" verhalt) und an der ganzen Begrenr 
mng der Gleichung geniigt: 

hu + ^— = . 

* da 

Eine solche Losung existirt nun im Allgemeinen, d. h. fur 
einen beliebig angenommenen Werth von ¥, nicht, was z. B. 
die Annahme h^ = 0, durch welche man die Potentialglei- 
chung erhalt^ sofort erkennen lasst; es giebt vielmehr nur 
ganz bestimmte Werthe von Jc^, fur welche eine Losung von den 
verlangten Mgenschaften moglich ist. Diese speciellen Werthe 
von ¥ mogen die ausgezeichneten Werthe, die ihnen ent- 
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sprechenden Losungen u ausgezeichnete Losungm genannt wer- 
den, und mit ihnen woUen wir lans in diesem Theile der vor- 
liegenden Schrift aasschliesslicH beschaftigen. Die Yoran- 
stellung der ausgezeichneten Losungen ist berechtigt einmal, 
well sie sicli in der Physik immer in erster Linie darbieten, 
zweitens, weil ihre Kenntniss far die TTntersuchung allge- 
meiner Integrate unserer Differentialgleichung erforderlich ist. 

§ 2. Betraohtungen zur Begriindiing der Existenz der 

ansgezeiohneten Losungen. 

Die erste Frage, die sich uns aufdrangt, ist nun die: 
woher wissen wir, dass liberhaupt solche ausgezeichneten 
Losungen existiren? Hier tritt uns sogleich eine noch un- 
geloste Schwierigkeit entgegen; denn der mathematische 
Existenzbeweis ist bisher ftir beliebige Form der Begrenzung 
nur in einem beschrankten Falle und auch da nur fiir eine 
ausgezeichnete Losung gelungen (cf. § 10 dieses Theiles). 
Vorlaufig mQssen wir uns daher an die physikalische Erfahrung 
halten, welche uns lehrt, dass Saiten, Membranen und ein- 
geschlossene Luftmassen einer Reihe von freien Schtmngungen, 
entsprechend ihren Eigentimen, deren Schwingungszahlen den 
ausgezeichneten Werthen 1c proportional sind, fahig sind, und 
dass die Grossen 1c dabei eine Reihe discreter Werthe bilden, 
wenigstens wenn man von gewissen spater zu erwahnenden 
Grenzfallen absieht. Obwohl man experimentell immer nur 
eine endliche Anzahl von Eigentonen nachweisen kann, nimmt 
man an, dass jene Reihe der ausgezeichneten Werthe unbe- 
grenzt ist, weil man dies fur eine Anzahl mathematisch los- 
barer Falle beweisen und dennoch in diesen, wie in den 
nicht losbaren Fallen, die Eigenschwingungen nur bis zu 
einer gewissen oberen Grenze der Schwingungszahl wahr- 
nehmen kann. 

Nattirlich konnen diese aus der Erfahrung gezogenen 
SchlQsse das in Frage stehende Existenztheorem hbchstens 
mehr oder weniger wahrscheinlich machen, und eine mathe- 
matische BegrUndung ist durchaus nothwendig. Auf die Ver- 
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suche, welche in dieser Richtung von H, Weber und Poin- 
care gemacht worden sind, wird an einer spateren Stelle 
dieses Theiles eingegangen werden. 

Dagegen soil jetzt zunachst gezeigt werden, wie man 
dnrch eine Art yon Grenzfibergang zu dem Existenztheorem 
gelangen kann^ namlich ind^ man von der Theorie der mv- 
endlich Jcleinen Schwingungen eines mechanischen Systems von n 
Graden der Freiheit ausgeht Dieser Weg, welcher, mathe- 
matisch aasgedruckt, darin besteht^ dass man die Losungen 
einer partiellen Diflferentialgleichung durch Grenziibergang 
aus den Integralen einer grossen Zahl gewohnlicher Diflferen- 
tialgleichungen ableitet, ist bekanntlich von Lagrange sowie 
schon friiher (um 1730) von Jdhann und Daniel Bernoulli 
(Comment. Acad. Petropolitanae HI und VI) bei der Behand- 
lung des classiscben Problems der schwingendeji Saite ein- 
geschlagen, dann aber, wie es scheint, auf langere Zeit ganz 
verlassen worden, vielleicht deshalb, weil die Untersuchungen 
der grossen franzosischen Mathematiker und Physiker (z. B. 
Foisson, Camhiff Lame) fiber partielle Differentialgleichungen 
seit Fourier immer an Probleme der Wdrmeleitung ankniipften. 
Erat bei den neueren englischen Physikern, wie W, Thorn- 
Sony Bouthy Lord Rayleigh, findet sich derselbe Gedankengang 
wieder, und der letztere hat eigentlich seine ganze „Theorie 
des Sehs^Ues'' darauf begriindet. Man konnte daher diese 
Erschliessung der Existenz einer unendlichen Reihe von aus- 
gezeichneten Losungen durch einen Grenziibergang mit einigem 
Recht als „Ilayleigh'sches Princip'' bezeichnen. Als wirklicher 
Existenzheweis konnte das Rayleigh'sche Princip erst gelten, 
wenn die Zulassigkeit des Grenzuberganges zu 7i = cx) mathe- 
matisch bewiesen ware, was zu thun Poineare am Schlusse 
seiner im „American Journal of Mathematics^* Vol. XII, No. 3 
publicirten Abhandlung: „Sur les equations aux derivees par- 
tielles de la physique mathematique" in Aussicht gestellt hat. 
Uebrigens ist es auch anabhangig davon niitzlich, die Betrach- 
tung der Schwingungen von Systemen von n Graden der Frei- 
heit vorauBzuschickeU; weil sie einiges Licht auf die Natur 
der Eigenschwingungen ilberhaupt wirft. Die in Rede stehende 
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Theorie ist seit Lagrange vielfach behandelt worden, wie 
schon gesagt besonders von englischen Physikern. Die urn- 
fassendsten Darstellungen finden sich im zweiten Theile der 
j^Dynamics of rigid bodies" von Bouth*} und in den Capiteln 
III — V von Lord BayleigJis Theorie des Schalles; ausserdem 
haben zahlreiche Matliematikef; besonders Weierstrass, ge- 
legentlich anderer Untersuchungen vrichtige Beitrage dazu ge- 
liefert**). Wenn wir im Folgenden auf diesen Gegenstand^ 
obwohl er der Mehrzahl der Leser im Wesentlichen bekannt 
sein wird, ausfiihrlich eingehen, so ist dies wohl durch den 
oben angegebenen Grund zu rechtfertigen. 

§ 3. Problem der kleinen Sohwingungen eines Systems von 
n Graden der Freiheit iim eine stabile Gleiohgewiohtslage. 

Bin System von w Graden der Freiheit sei durch die 
unabh'angigen Coordinaten (im weiteren Sinne) ^i . • . g',- . . . ?» 
l)estimmt und befinde sich in einer stabilen Gleichgewichts- 
lagC; wenn die letzteren sammtlich gleich Null sind. Es 
handelt sich um die Untersuchung der Bewegung, welche 
eintritt, wenn das System unendlich wenig aus dieser Gleich- 
gewichtslage herausgebi:acht worden ist; dabei brauchen 
q^ , . ,qn nicht unendlich klein zu sein, da die urspriinglichen 
unendlich kleinen Aenderungen der Coordinaten ja alle mit 
einem beliebig grossen constanten Factor multiplicipt werden 
konnen. Um die Bewegungsgleichungen nach Lagrange auf- 
zustellen, sind die AusdrQcke fQr die lebendige Kraft T und 
die potentielle Energie F, welche letztere theils von inneren, 
theils von ausseren Kraften herruhren kann, zu bilden. Die 
lebendige Eraft ist bekanntlich gegeben durch eine homo- 

dq^i dq 

gene Function zweiten Grades von -Ti > - ' - ~dT ^^^^ Si' • • • 2»? 



*) E. J. Routh, Dynamics of rigid bodies, London 1884. (2.) Chap. 

II, VI, vn, IX. 

**) Vgl. auch Baltzer, Theorie und Anwendung der Determinanten, 
4. Aufl. 1876; § U, S. 190—193. 
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wo die bik (in erster Annaherung) Constanten sind. Aus der 
Natur von T folgt, dass die vorstehende quadratische Form 
definit ist, d. h. fur alle Werthe von gj . . . g» dasselbe, hier 
positive Zeichen besitzt. Das Potential V muss fdr 

3i = fe = • • • 2n = 

ein Minimum sein, da die Ruhelage stahil sein soil. Jener 
Minimumwerth kann ohne Beschrankung = gesetzt werden, 
folglich ist V, wenn wir besondere Falle ausschliessen, in erster 
Annaherung eine quadratische Form der Coordinaten selbst: 

i k 

dieselbe ist eben falls definit und positiVy weil nach der Vor- 
aussetzung der Stabilitat V fiir alle Werthe von q^ , . .qn 
positiv sein muss. 

Die Lagrange'schen Bewegungsgleichungen 

_d / a(r-F) \ _ d{T--v) _ 

heissen also hier: 




Hhkqk + ttikqk) = (i = 1, 2 . . . «). 



Dies sind n lineare homogene gewohnliche Diflferentialglei- 
chungen zweiter Ordnung fiir die Coordinaten q. Um die- 
selben zu integriren, setzt man 

qk = Ake^* 

und erhalt dann n lineare homogene Gleichungen: 



* K* + V^hk) ^* = 



fiir die n Constanten -4*. Sollen sich letztere bestimmen 
lassen, so muss die Determinante dieser Gleichungen ver- 
schwinden, also 

«12 + y^^\t «22 + f*^*22 




2) = 



= 



flln + /*^&1« 



a 



nn 



+ (l^hnn 
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sein; dies ist eine Gleichufig n^^ Grades fur pL^, von deren 
Wurzeln der Charakter der Losung wesentlich abhangt. Sind 
die Wurzeln /tj* . . . ^n^ alle von einander verschieden^ wie 
wir hier zanachst annehmen, so heisst die vollstandige 
Losung der Bewegangsgleichungen: 

n 

1 
wobei die Verhaltnisse An : An . . .: Ajti . . .: Ani vollig be- 
stimmt und nur die n Glieder einer Reihe Aki . . . Akn 
willkfirlich sind; denn es ist 

Au : Aiii" ' : Ani = Au : A2i • • • : A'ni 

wo die Dap die Unterdeterminanten von D sind; statt der- 
jenigen der ersten Zeile konnte man natfirlich die jeder 
anderen nehmen. Hinsichtlich der Wurzeln /x,-^ der ^jdetermi- 
nirenden Gleichung^' D(ii^) = folgt nun aus den tlber die 
quadratischen Formen 

^^o.ikXiXk und ^ hjkXjXk 

gemachten Voraussetzungen, dass sie sammtlich reeU und 
' n^ativ sind. Die Realitat folgt schon allein daraus, dass 
die zweite obiger Formen definit ist, und wird z. B. bei Mouth 
(1. c. p. 36 — 39) zunachst unter der Annahme, dass alle 
Wurzeln unter einander verschieden sind, in der Weise be- 
wiesen, dass auf die Reihe sammtlicher Unterdeterminanten 
der Hauptdiagonale von D (D selbst inclusive) der Sturm'sche 
Satz liber die Beziehung zwischen der Anzahl der Wurzeln 
von D und der Zeichenwechsel in jener Reihe angewandt 
wird. Nimmt man die Yoraussetzung, dass die erste Form 
ebenfalls definit ist, hinzu, so ergiebt dieses Beweisverfahren 
auch, dass alle Wurzeln zwischen — cx> und liegen. An 
einer anderen Stelle (in Cap. VII. des zweiten Theiles) ver- 
fahrt Mouth folgendermassen. In die Bewegungsgleichungen 
wird das specielle Losungssystem 

g^ = Aue^i* + Aue-f*i*, q^ = An&'i* + Aue'-f'i* • • • 

qn = Anief^i* + Anie-''i' 
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eingesetzt; die hierdurch erhaltenen n Gleichungen 

werden der Reihe nach mit (^i,- + A[i) . . . {Ani + An,) mul- 
tiplicirt und dann addirt. Hierdurch erhalt man, wenn 
man setzt 

^'^OikXiXt = (p{Xi...Xn), ^'^hikXiXk^ ^(a;i . . . Xn), 
die Gleichung 

lli^t((Ati + Au), . . . {Ani + Ani)) 

+ ip({Au + Au), . . . {Ani + ^;.)) = 0. 

Da nun nach der Yoraussetzung 9? und ^ fur reelle Werthe 
der Xi . . . Xn sicher > sind, und An -|- Au, . . . Ant + A!ni 
nothwendig reell sein rnussen, damit die Losungen fur $1 ...$» 
reell sind, so folgt aus dieser Gleichung, dass ft,^ negativ 
= — ki, also alle (li rein imagindr sind. Demnach hat das 
vollstandige Losungssystem die Form 

?i=-B^i),,(— A0co8>/i;(^— o+...+i?i„Ai(-^«)cosvx;(^-^n), 

g, = fill A2 (- ^1) cos yi\ (t-f,) + '' + Bin A2(- ^») COS Vkn (t - Q, 

?«=AiAn(-AOcosVi;(^-fOH — h-Bi»A«(-A„)cosy^;(^-jn). 

(Bei den willkurlichen Constanten B kann der erste Index 
fortgelassen werden.) 

Diese Formeln enth alien folgenden fundamentalen Satz: 
„Die aUgemeinste (unendlich Icleine) Bewegung eines sich seTbst 
uberlassenen mechanischen Systems von n Graden der Freiheit 
ist bei Abwesenheit von Beibungs- und ahnlichen Krdfien eine 
Ueberlagerimg von n einfachen hArmonischen Schmngungen mit 
vSUig bestimmten, nur von der Natur des Systems abhdngigen 
Perioden, aber beliebigen Phasen und Amplituden.^'' 

Wir haben diesen Satz zunachst nur unter der Voraus- 
setzung lauter rerscfcteefewerWurzeln der Gleichung Z)(— A) = 
abgeleitet, er verliert seine Giiltigkeit aber auch nicht im 
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Falle mehrfacher Wurzeln, wie wir weiter unten sehen werdeiL 
Er liefert bei der Uebertragung auf den Grenzfall w = oo , 
sofem man diese als richtig annimmt^ das Bayleigh'sche 
Princip. 

Es ist nun von grosser Wichtigkeit^ dass man statt der 
allgemeinen Coordinaten ^j . . . gn neue r^ , , .Vn von der Be- 
schaffenheit einfiihren kann, dass man durch Nullsetzen aller 
dieser Coordinaten bis auf eine je eine einzelne Fundamental- 
schv^ingung (Normalschwingung, Eigenschwingung) des Sy- 
stems erhalt. Die Einfuhrung dieser sogenannten Normal- 
coordinaten scheint Gemeingut der englischen Physiker zu 
sein und ist am ausfiihrlichsten in RayUigh's Theorie des 
Schalles, Cap. IV, durch gefiihrt. Die genannte Eigenthum- 
lichkeit der Normalcoordinaten ist nothwendig mit der an- 
deren verbunden, dass sich V und T durch die Normal- 
coordinaten bezw. ihre ersten Diflferentialquotienten nach der 
Zeit als Summen von Quadraten ausdriicken; denn sonst 
vsriirden die Normalcoordinaten in den Bewegungsgleichungen 
nicht getrennt vorkommen. Durch diese Erwagung ist die 
Einfuhrung der Normalcoordinaten auf die Aufgabe, 

'faikqiik und T= ^' ^^6,jbg/gib 

gleichzeitig auf Quadratsummen zu reduciren, zuruckgefuhrt 
und damit das Problem der kleinen Schv^ingungen bei n 
Graden der Freiheit in engste Beziehung zur Theorie der 
qiiadratischen Formen gebracht. Denn die Reduction von T 
ist gelungen, sobald man sie ftir die quadratische Form 

t = ^' ^hikqtqk, worin g,-, g* statt qt, ql stehen, aus- 
gefuhrt hat; es folgt dies einfach daraus, dass die neuen 
Coordinaten mit den alten durch lineare Gleichungen mit 
constanten Coefficienten verbunden sein miissen, also zu 
setzen ist: 

n 

qi = ^^fiikrk (i = 1, 2 . . . w). 
1 

Dass die Transformation von ^ allein auf die Form 
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\ Yi moglich ist, bedarf keiner weiteren Erorterung; es 
handelt sich aber darum^ durch dieselbe Substitution 

zugleich q> = ^/' xf ^«* g« g* *^^ die Form y^ ^iT? zu 
briugen. Dieses Problem ist nun genau ebenso zu losen^ 
wie die Bestimmung der Maxima und Minima der Function 
9P(2i . . • Jn) bei der Nebenbedingung, dass der Werth von 
^(^1 • • • Qn) ungeandert bleibt, oder wie'diejenige der Maxima 
und Minima des Quotienten 9: ^^ d. h. also wie das fur den 
Raum von n Dimensionen verallgemeinerte Hauptaxenprohlem 
der Fldchen zweiten Grades, Die Verhaltnisse der Variabeln 
qij fiir welche diese relativen Maxima und Minima eintreten, 
sind aus den n linear en Gleichungen 

(a^i — A6ii)gi + • • • + (am — ^'bin)qn = 

(flln — A6in )ji + . . . + {(Inn ^Kn) ?n = 

za bestimmen, in welchen A einen Lagrange'schen Multipli- 
cator bezeicbnet. Die zulassigen Werthe des letzteren sind 
die Wurzeln Ai . . . A„ der Determinantengleichung 

an — A Oj^ «!„ — A bin 



an\ A Onl ann "~~ "> ^^nn 



= 



und zugleich, wie man sich leicht iiberzeugt, gerade die 
Coeffkienten von r^^ . . . r^^ in der transformirten Form tp, 

also auch die Minima hezw. Maxima von — selhst Die vor- 

stehende Determinante ist aber genau die oben betrachtete 
Determinante 2)( — A) oder D{fi^), auf welche die directe In- 
tegration der Bewegungsgleichungen fiihrte. 
Da jetzt 

geworden ist, so lauten die Bewegungsgleichungen 
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u + Un = (i = 1, 2 . . . n), 

und es ergiebt sich 

Yi = B< COS I^Af (^ ^i). 

Die Normdlcoordinaten sind also in der That einfache harmonische 
Ftmctionen der Zeit, multiplicirt mit willkUrlichen Constanten. 
Yergleicht man das jetzige Resultat mit dem friihe- 
ren^ so sieht man sofort, dass die Substitutionscoefficien- 
ten fiu . . , Pki • • • Pni proportional sind den Unierdetermi- 

fumten 2)ai(— ■ ^0 . . • Dak (— A.) • . • Dani — ^0; ^^ ^ ®i°® 
beliebige der Zahlen 1 . . . n ist. Besonders wichtig ist der 

Fall, wo ^ von vornherein in der Normalform ^f q? (also 

T in der Form ^a^) gegeben ist. Dann miissex,, damit 
bei der Substitution 

diese Form erhalten bleibt; die Goefficienten den Bedingungen 



n n 




JP>,'=1, 2/JaA* = (}) = 1, 2...n; »^j) 

1 1 

genugen, d. h. die Substitution muss eine arthogoncUe sein; 
sie ergiebt riickwarts aufgelost: 

Im Hinblick auf spater sei bemerkt, dass diese letzteren 
Gleichungen eine einfache Bestimmung der willkiirlichen 
Constanten Bi, U aus gegebenen Anfangswerthen von ^j, qi 
ermoglichen. * 

Im allgemeinen Falle sind die Gleichungen, welche den 
soeben aufgestellten Orthogonalitdtshedingungen entsprechen, 
folgende. Bezeichnet man wie fruher 

&n«i^+ +26,2(?i«2H 

mit y(gi . . . qn), bezw. ^(ji . . . g„), dagegen 

«n?ii>i + «22ftl>2 h 2ai2(^ii)s, + g^Pi) H , 

wo Pi .. .pn eine zweite Beihe von Variabeln ist, mit 
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und analog 

hiQiPi h 2fei2(«iP2 + «2Pi) + • • • mit tiq^\ . . qn,Pi . . .JPn), 

so gilt, wie sicli bei wirklicher Durchfuhning der Transfor- 
mation Yon 9> und ^ auf ihre Normalformen leicht ergiebt, 

9>(filh • • • finh} ^U • • . Pnk) = 0, 
i^iPu . . • finh) /Su . . . Pnk) = 0) 

falls h, k irgend zwei verschiedene von den Zahlen 1 bis n 
sind, femer: 

(fiPii . . . Pnd = ^i} '^(fiu ' • • fini) = 1 fiir i = 1 . . . w. 

Die vorletzte Gleichung wurde schon oben bei dem Beweis^ 
dass alle A, positiv (oder alle ft,^ negativ) sind, auf andere 
Weise abgeleitet. Die beiden letzten Gleichungen enthalten 
den physikalischen Satz, dass die miUleren Werthe der Jcine- 
tischen und potentydlen Energie wahrend der Datier einer Fun- 
damentaischtoingung , falls diese letetere allein vorhanden ist, 
einander ghich sind] denn jene Mittelwerthe sind in diesem 
Falle durch i r?kiilf{fi^i . ..'^ni) bezw. i r?q>{Pu . . . /3„f) 
gegeben. 

Mit Hillfe der soeben angegebenen Relationen zwischen 
den Goef&cienten /3 ergiebt sich ferner leicht nachstehende 

Umkehrung der Substitution Qj = ^I'fiik^k* Es ist: 

^k = !f'(g'i • • . «n; /SiJt. . . fink) 

oder 

= T~ • yCft • • • 9'»5 Plk> ' > fink)' 

Hieran schliesst sich noch folgende Bemerkung tlber die 
Bedeutimg der Wurzeln ki als Minima von 9>(9i . . . ^n)* 

Sind die Wurzeln A^ . . . A„ nach der Grosse geordnet, 
so dass Ai die kleiuste ist, so gilt, da 

y(gi • "gn) ^ ^i^'H h Vt'H H Vn"* 

^(2i • • • ff«) ~ ^-i' H h ♦•,■* H !-»•„* 

ist, Folgendes: 

Xi ist das Minimum, welches — annehmen kann. wenn 

* lb I 
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die Coordinaten r den Bedingungen r^ = r^ = • • • = r,— i = 0, 
Oder die Coordinaten q den Bedingungen * 

^(^1 • • 'inj /Si* . . . fink) = Oder (p(qi . . . g„; fiik--^ fink) == 

(A; = l, 2...t — 1) 
unterworfen sind. 

(Diesen Satz kann man sich* sehr gut an dem Haupt- 
axenproblem der Flachen zweiten Grades bezw. dessen Ver- 
allgemeinerong veranschaulichen; die Bedingungsgleichungen 
sind dann die Gleichungen der zu den einzelnen Hauptaxen 
senkrechten Ebenen, sofern man rechtwinklige Coordinaten 
benutzt.) 

Xi ist das absolute Minimum von —-] daraus folgt ftir das 

Schwingungsproblem, dass die Periode der langsamsten Normal- 
schumgung durch jede zunschen den Coordinaten eingefiihrte 
Bedingung („Gebundenheit'^ verJciirsft, durch jeden Zuwadis 
der Masse (also von f) verldngert wird, (Fiir die hoheren 
Normalsehwingungen kann man dies nicht allgemein be- 
haupten.) 

Es ist nun noch der bisher ausgeschlossene Fall zu 
betrachteU; wo die determinirende Gleichnng D( — A) = 
mehrfache Wurgeln besitzt. In diesem Falle wurden die 
Integrate der n Differentialgleichungen im Allgemeinen Glie- 

der von der Form t^ cos ]/A {t — t") enthalten, folglich ware 
die Bewegung nicht mehr stabil. In der That glaubte daher 
Lagrange diesen Fall ausschliessen zu mtLssen. Es zeigt sich 
nun aber bei naherer Untersuchung, dass aus der Losung 
alle Potenzen von t verschwinden, wenn fur jede i/-fache 
Wurzel A,- von D = auch alle ersten, zweiten, . . . (v — 1)*^ 
Vhterdeterminanten verschwinden, also A,- eine (v — l)fache 
Wurzel aller ersten, eine (v — 2) f ache aller zweiten, eine 
1-fache aller (y — 1)*®^ Unterdeterminanten ist. (Vgl. Bouth, 
1. c. Cap. VI.) Dass nun diese Bedingung in Folge der 
speciellen Natur der quadratischen Form ^ hier stets erfullt 
ist, hat zuerst Weierstrass bewiesen in seiner Abhandlung: 
„ Ueber ein die horaogenen Functionen zwfeiten Grades 
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betreflfendes Theorem nebst Anwendung auf die Theorie der 
kleinen Schwingungen"*). Ein einfacher Beweis findet sich 
auch bei Routh, welcher (1. c. p. 36—39) zeigt, dass im Palle 
lauter verschiedener Wurzeln von D dieselben durch die 
Wurzeln einer ersten Unterdeterminante, letztere durch die 
Wurzeln einer zweiten Unterdeterminante u. s. f. sqmrirt 
werdeUy dass also, wenn v Wurzeln von D zusammenrUcken, 
dies zugleich mit v — 1, v — 2... Wurzeln der ersten, zweiten ... 
Unterdeterminanten geschieht. — Weierstrass zeigt a. a. 0., 
dass man unter der besprochenen Bedingung, d. h. wenn 
die Determinante D lauter einfache ,yElementartheiler^ hat, 
auch im Falle mehrfacher Wurzeln die Pormen y und ^ 

n n 

gleichzeitig auf die NormaJformen ^ Xir^ und ^^ r^ 
bringen kann**). ^ ^ 

1st nun z. B. A^ = A^^i- • • = Aa+l— i eine v-fache Wurzel, 
so enthalten heide Formen die Quadratsumme 

n* + Tk-^i H h n+r-1% 

welche in der ersten mit A/, multiplicirt ist. Diese Summe 
kann man nun durch ^ — --fach unendlich viele orfhogo- 

rude Substitutionen in sich selbst iiberftihren, da ^^^7" 

Coefficienten einer Substitution, welche dies leistet, willkiir- 
lich wahlbar sind. 

Demselben Grade von Willkiirlichkeit unterliegt demnach 
die EinfQhrung der zu einer i/-fachen Wurzel gehorenden 
Norfnakoordinaten. Die schliessliche Losung hat also, wenn 
beispielsweise A^ = Ag • • • == Ay ist, die Gestalt 



(/i = Bji cos yAi (t — ^u) + Br+i Ai ( — -^H-i) • cos "/A^+i (t — ^^^i) + • 
q^ = Bjg cos ]/A^ (t — ^12) + -Sr+i Aa (— -^f+i) • cos "j/Ar + 1 (t — U^i) + • 



g« = jBi„COS }^(^— fi„)+-Sr+lAn(~Av+y).COS]/Vhir^— ^v-t-l)+ • ; 



*) Berliner Monatsber. 1858 p. 207. 

**) Vergl. auch Darhotix in den Zusatzen zur nenen Ausgabe yon 
Lagrange's M^canique analytique, 1888, Tome I, Note VIII. 

Pookels, Differentialgleichung. 4 
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wo V von den Constantenpaaren Bi*, ^i;, willkUrlich sind. 
Somit konnen im Falle einer mehrfachen Wurzel mehrere 
Coordinaten mit gleicher Periode und von einander unab- 
hangigen AwpUtuden und Phasen schwingen, wodurch die 
Gesammtbewegung sehr complicirt werden und insbesondere 
Erscheinungen darbieten kann, welche eine gewisse Aehn- 
lichkeit mit fortschreitenden Wellen besitzen. Abgesehen hier- 
Yon kann man aber nach dem Yorhergehenden sagen, dass 
der Fall mehrfaeher Wurzeln keine Ausnahmestellung ein- 
nimmt. 

Die yorhergehenden Entwiekelungen iiber Normaleoor- 
dinaten etc., welche im Wesentlichen denjenigen Eayleigh's 
in seiner Theorie des Schalles entsprechen, finden sich in 
etwas anderer Form wieder in § 5 (Retour a I'hypothese 
moleculaire) der schon citirten neueren Arbeit Poincare's. Der- 
selbe behandelt dort die Wdrmeausgleichung in einem Systefn 
von n Theilchen, welche gegen einander und in den umgeben- 
den Raum von der Temperatur nach dem Newton'schen 
Erkaltungsgesetze Warme ausstrahlen^ und findet^ dass die 
Temperaturen Fj . . . F„ der n Theilchen den n simultanen 
linearen Differentialgleichungen erster Ordnung 

n 
1 

gentigen, welche man, da dk = Ca ist, auch schreiben- kann 

dt ~ 2 dV. ^^^^ dt\dV.)~ dV.' . 
Dabei ist q) die quadratische Form 

welche definit ist, weil die Constanten C der Natur der Sache 

n 

nach positiv sein mtissen; femer ist ^ = ^» FA Tranafor- 
mirt man also nach der besprochenen Theorie durch eine 

n 

orthogonale Substitution (p auf die Normalform ^. A,- Uj^ , 
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n 



wahrend ^ = ^ U? wird , so sind alU A,- reell und positiv, 

und es ergiebt sicli 

dU, 

Man sieht^ dass die Behandlung dieses Problems eine voll- 
standig analoge ist, wie die des Schwingungsproblems fiir 
ein System von n Graden der Freiheit; dem fUr letzteres 
hergeleiteten Satze fiber die Normalschwingungstjpen ent- 
spricbt hier der folgende: 

In einem Systeme von n materiellen Punkten, welche nach 
dem Newton' schen Erkaltungsgesetze Warme atisstraMen^ gieht es 
stets n iestimmte Temperaturvertheilungen von der Art, dass 
sich bei jeder alls n Punkte mit einer und derselben bestimmten 
ErkaltungsgeschmndigJceit abkiihlen, so dass also die Verhdltnisse 
ihrer Temperaturen constant hleihen. 

§ 4. Uebergang ztun G-rensfall von unendlich vielen 
Qraden der Freiheit. Einfiihrang der Normalfonotionen. 

Wir kommen nun zur Uebertragung der im Vorher- 
gehenden gewonnenen Resultate auf den Fall, dass die 
Zabl n, d. i. beim Schwingungsproblem der Grad der Frei- 
heit des schwingenden Systems, unendlich gross ist. 

An Stelle der die Punkte des Systems bestimmenden 
Indices 1 , 2 . . , n treten dann die gewohnlichen Coordinaten 
X, y, js?, und die Grosseng^ . . . g'n, die „Coordinaten des Systems", 
gehen in eine Function q der Coordinaten x, y, z und der Zeit 
iiber. Die an,, hik wiirden im AUgemeinen Functionen von 
8wei Argumentpunkten, entsprechend ihren beiden Indices. 
Bei den Schwingungs- und Warmeleitungsproblemen liegt 
jedocli der besondere Fall vor, dass in der einen quadratischen 
Form (^) nur die 6*^ von verschieden sind, wahrend die 
andere die auf voriger Seite gelegentlich der Poincare'schen 
Entwickelung angefiihrte Form hat mit der Specialisirung, 
dass nur die Ca, welche sich auf benachbarte Punkte, und 

4* 



I 
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nur die (7,, welche sich auf an der Begrenzong des Systems 
liegende Punkte beziehen, von verschiedene Werthe haben. 
Dies hat; wie man leieht erkennt, zur Folge, dass die Integrale, 
in welche die Summen (p und ^ beim Grenztibergang zu n = oo 
iibergehen, im Falle eines ebenen Gebietes (also etwa einer 
schwingenden Membran) die Form annehmen: 



(10) 



+ / au^dSj 



analog wird bei drei Dimensionen 

wo F eine quadratische Form ist. Hier, wie weiterhin, be- 
zeichnen dv, do das Raum- und Oberflachenelement eines 
dreidimensionalen^ df und ds das Flachen- und Randelement 
eines zweidimensionalen Gebietes, und A\ A\ A'\ B und a 
irgend welche gegebene Functionen des Ortes. Statt q haben 
wir eine Function m, die von den Coordinaten Xy y, z allein 
abhangen soil, gesetzt, weil bei der zur Einfuhrung der Nor- 
malcoordinaten anzustellenden Untersuchung von 9 und ^ 
die Abhangigkeit des g von der Zeii doch nicht in Betracht 
kommen wflrde, wie ja auch bei der entsprechenden Unter- 
suchung des vorigen Paragraphen q^^ $2 • • • 9n unabhangig von 
der Zeit sein konnten. 

Schreibt man in g> und ^ bezw. q und -^ = q' statt t*, so 

bedeutet beim Problem der schwingenden Membran ^ die leben- 
dige Kraft T, y die potentielle Energie V. Es sei noch bemerkt, 

dass das Randintegral / aq^ds in diesem Falle die potentielle 

Energie der am Rande wirkenden, mit der Verrlickung (g) propor- 
tionalen Krafte ist, welche im Falle einer Nachgiebigkeit des 
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£ahmeDs angenommen wurden; wirken solche Krafte auch im 

Innern, so tritt zu Fnoch ein Flachenintegral j j Aq^df hinzn. 
Endlich kann auch^ wenn man die zu bewegende Masse des 

Rahmens beriicksichtigty zu j j A" q^df ein Randintegral 

/ aq'^ds hinzukommen; es macht dies aber fur das Fol- 

gende keinen wesentlichen Unterschied. 

Die Integralausdriicke (p und V siiid iiun, wie friiher 
die quadratischen Formen, in die „Normalform*', d. h. in 
Summen oder Integrale ttberzufiihren, deren sammtliche Glieder 
bezw. Elemente Quadrate der unendlich vielen in u enthal- 
tenen willkurlichen Constanten, multiplicirt mit bestimmten 
constanten Factoren, sind; diese willkurlichen Constanten ent- 
sprechen hier namlich den Normalcoordinaten (siehe auch 
unten). Diese Transformation geschieht, entsprechend dem 
friiheren Yerfahren, dadurch^ dass man die Maxima und 

Minima von — oder diejenigen von g) bei constautem ^ auf- 

sucht. Hier giebt dies die Bedingungsgleichung 

d(y — A^) = 0, 

wo X ein Lagrange'scher Multiplicator ist und das Zeichen 8 
die Variation in Bezug auf u bedeutet. Nun liefert die 
Forderung^ dass die erste Variation des Flachenintegrals 



//I 






resp. des analogen Raumintegrals verschwinden soli, nach 
den Regeln der Variationsrechnung fiir das Innere des 6e- 
bietes ger^de eine partielle Differentialgleichung der von uns 
zu betrachtenden Art, wie aus dem im I. Theile gelegent- 
lich der PicarcFschen Arbeit Gesagten hervorgeht. Diese 
partielle Differentialgleichung fur u vertritt demnach jene 
n linearen Gleichungen fur g'l . . . Jn, deren Determinante D 
eine so hervorragende RoUe spielte. 

Man hatte die partielle Differentialgleichung beim 
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SchwingUBgsproblem iibrigens auch dadurch erhalten, dass 
man aus dem Hamilton'schen Princip 

t 

sJ{T^ V)dt = 



erst die Bewegungsgleichung fur q abgeleitet und in diese 

t—i' 
auf Grund der frtiheren Ueberlegung (cf. S. 4) q = u cos 

eingesetzt hatte. Dies gilt auch fOr die Luftschwingungen, 
wo nur die Bedeutung der beiden Integralausdriicke yertauscht 
ist und das Randintegral in '^ statt in 9 auftritt. 

Ausser der partiellen Differentialgleicfaung erhalt man 
aus der Gleichung S{(p — A^) = aber auch noch eine Be- 
dingung, welcher u an der Begrenzung des Gebietes genUgen 
muss; denn es ist z. B.*) 

— kA"'u*\ dxdy + 8 J aU^ds 

+ lA'"u\ Su.dxdy 

+ V^aS + ^'ai) c^K^J/) + «^ } Suds. 

Man findet demnach eine Grenzbedingung von der in § 1 
dieses Theiles aufgestellten allgemeinen Form 



(11) 






0. 



Die Grenzbedingung w = ist in derselben zwar, wenn 
man will^ auch mit enthalten (fiir a = oo); doch ist es 



*) Dass hier d/*= dicdy gesetzt wird, ist keine Beschrankung, 
da man, wenn df^=^ C , dxdy ist, our den Factor C aus den FunctioneD 
A\ B, A", A"' abzusondem braucbt. 
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besser, dieselbe besonders zu behandeln and dann in dem 
Ausdrucke (p das Randintegral fortzulassen. 

Auf den ersten Blick mag es scheinen, als ob die Grenz- 
bedingung bei dem Uebergang zu eiuem stetigen Korper neu 
hinzutrate. in Wirklichkeit wiirde man aber bei Systemen 
von einer endlichen Anzahl ,von Graden der Freiheit etwas 
ganz Analoges haben, wenn man die aussersien Punkte 
der Systems gesondert b^trachtete. Man flberzeugt sich 
leicht, dass ftir diese specielle Bedingungen (Befestigung; 
aussere Krafte^ welche sie in der Gleichgewichtslage zu 
halten streben) gegeben sein miissen. Dieselben kamen aber 
bei der allgemeinen Behandlung des Problems nicht zum 
besonderen Ausdruck, sondern waren implicite in den Werthen 
der ttitk und bhi enthalten; so enthielt das System der n 
linearen Gleichungen S. 41 selbst schon die Grenzbedingung. 
Ein lehrreiches Beispiel fur die Entstehung der Grenzbedingung ^ 
beim Uebergang zn n = (x> ist das nach der Lagrange'schen 
Methode behandelte Problem der schwingenden Saite*). 

Wir schliessen jetzt, indem wir zum Grenzfall n = oo 
libergehen, aus den frilheren Satzen iiber die Wurzeln der 
determinirenden Gleichung D( — A) = 0, dass es stets tineruUich 
vide reelle Werthe von k gieht, fur welche den Stetigkeitsbedin- 
gungengenugende Losungen xinserer partiellen Differentialgleichung 
hei den ehen angegebenen Grenzhedingungen moglich sind*^). 

Jene „ausge0eichneten^^ Werthe von A, oder von Jc^ nach 
der fruheren Bezeichnung***), konuen als die Wurzeln einer 



*) cf. Lagrange, M^caniqne analytique, Tome I, p. 390 — 422. 
Ferner z. B. Routh, 1. c. Cap. IX 

**) Eine Hauptschwierigkeit des auf den Uebergang zu lim n »» oo 
zn begrondeoden Existenzbeweises wiirde der Nachweis sein, dass eine 
darch beliebige Interpolation aus den n Functionalwerthen 9i . . . 9„ 
bergestellte Fnnction u beim Grenzfibergang in eine nebst ihren 
ersten Differentialqnotienten stetige, der partiellen Differentialgleichung 
genugende Fnnction nbergeht. 

***) Die im I. Theil mit k* bezeichnete GrQsse nnterscheidet sich von 
dem jetzt eingefuhrten X nur durch einen gegebenen Factor, welch er 
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transcendenten Gleichung angesehen werden, welche man 
freilich erst mit Hiife der Grenz- bezw. Stetigkeitsbedingungen 
aufstellen kann, nachdem eine geeignete Losung der par- 
tiellen Differentialgleichung mit unbestimmtem A gefunden 
ist. — Dass alle Wurzeln A positiv sind, kann man, den 
friihereD Entwickelungen entsprechend, nur dann behaupten, 
wenn nicht nur, wie immer vorausgesetzt wird. A', By A" etc. 
und A"\ sondem auch a ausschliesslich positive Werthe an- 
nimmt. (Siehe aach S. 59 unten.) -7- Es lasst sich aucli nicht 
allgemein schliessen, dass die ausgezeichneten Werthe discrete 
Werthe sind, d. h. in IntervaUen auf einander folgen ] in der 
That werden wir Ausnahmefalle kennen lemen, wo sie eine 
continuirliche Beilie bilden, und wo also innerhalb gewisser 
Grenzen alle Werthe fiir k statthaft sind. 

Wir haben uns nun mit den Losungen u^, u^; • • • ^n - • • 
der partiellen Differentialgleichung fiir u zu beschaftigen, 
welche zu den ausgezeichneten Werthen A^, Ag . . . An gehoren, 
und welche wir ausgegeichnete Losungen oder, wenn liber den 
in ihnen enthaltenen willkGrlichen constanten Factor in be- 
stimmter, SQgleich naher anzugebender Weise verfiigt wor- 
den ist, Normalfunctionen des betrachteten Bereiches nenneu. 
Jede derselbeu geht beim Grenztibergang aus einem solchen 
Werthsystem der Grossen Qi . > .Qn hervor, welches man aus 
den n linearen Gleichungen S. 45 durch Einsetzen einer speci- 
ellen Wurzel A, erhalt. Dieses zu A,- gehorige Werthsystem 
ist aber nach dem S. 43 u. 46 Gesagten bis auf einen gemein- 
samen Factor identisch mit den Coefficienten jSi,-, /32f,.../3„,- der 
Substitution, durch welche die „NormalcoordinateD'' r^ . , . Tn 
eingefiihrt wurden. Vielleicht ist es niitzlich, besonders her- 
vorzuheben, dass hiernach die ausgezeichneten Losungen oder 
Normalfunctionen Ui in keiner Weise mit den Normalcoordi- 
naten verwechselt werden durfen. Die letzteren sind auch 
jetzt nichts anderes, als willkurliche Constanten, bezw. Pro- 
ducte aus solchen in cosj^A,- (t — ti) oder e~^»*. 

in dem einfachen Falle, wo B = 0, J.' = J." ist und A' und J.'" Con- 
stanten sind, den Werth — jr l^at. 
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* 

Wenn man liber die absoluten Wertlie der CoordiDaten 
qh Tind r^ durch die Festsetzung ^ = 1 verfiigt, warden die 
zu A = A,- gehorigen Werthe q^ * . . Qn mit den fin . . . fini 
selbst identisch; so dass das System der fihi fiir n = oo direct 
in Hi iibergeht. Aus den S. 47 fur die Coefficienten ^a auf- 
gestellten Orthogonalitatsbedingungen entstehen dann fUr zWei- 
dimensionale Gebiete folgende Integralrelation&i fur die Normal- 
fundionen: 

(12a) JJ A''u,u,df^O, 

fl2M «^*/ I ox dx ^ \dx dy ^ dx dy J 

(12 c) yy^'"ti,w=i, 

Wie sich diese Gleichungen fur ein- und dreidimensionale 
Gebiete gestalten, ist ohne Weiteres klar. Die dritte (oder 
vierte) derselben bestimmt den constanten Factor, welcher 
in einer ausgezeicfaneten Losung zunachst willkiirlich ist. — 

Diese Integraleigenschaften kann man auch direct aus der 
Definition der Normalfunctionen durch die Dififerentialgleichung 

(13) di\^ -dJ + ^w)^^\^^^^ W) 

nnd die Grenzbedingung 

in folgender Weise ableiten. — Bekanntlich gilt fiir zwei 
endliche und stetige Functionen X{x, y), Y(x, y) die Tdentitat: 

Jj (H + 1^) ^^dy=j (X cos(nx) + Tcos {ny))ds, 
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wo das Doppelintegral iiber irgend ein ganz im Endlichen 
liegendes Flachenstiick^ das Linienintegral fiber dessen Be- 
grenzung zu erstrecken ist. Setzt man nun erstens 

und dxdy «» dfy so erhalt man 

"* J J I dx dx "^ \dx dy ' dy dx) 

oder nach Benutzung der Differentialgleichung und Grenz- 
bedingung: 



(15) 



(15') 



J J I ox dx * \dx dy ' ox oy J 

= XkJ I A"uhUkdf. 



Da der Ausdruck auf der linken Seite vollstandig symme- 
trisch aus Hh und Uk gebildet ist, so ist er auch 



= kj, j j A''ukUkdf. 



Wenn nun % und % zu verschiedenen ausgezeichneten Werthen 
von I gehoreU; so folgt aus diesen beiden Gleichungen, dass 

sowohl die linke Seite, als auch j I A" UhU^df gleich Null 

ist. Damit sind zwei der Integraleigenschaften bewiesen. 
Die letztere von ihnen nennt Lord Bayleigh die Eigenschaft 
des CoDJugirtseins der Functionen Ua, Uk] man kann auch in 
Hinblick auf die Analogic mit der Relation zwischen den 
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Coefficienten einer orthogonalen Substitution die Normalfunc- 
tionen^ welche diese Eigenschaften besitzen, als m einander 
orthogonal bezeichneo; und diese Benennuug soil im Folgen- 
den angewandt werden^ da das Wort conjugirt schon zu yiel 
in anderen Bedeutungen gebrancht wird. 

Aus dem ffir den Fall eines endlichen n abgeleiteten 
Kesultate folgem wir, dass, wenn Aa eine mehrfache (v-fache) 
Wurzel ist, die zngehorigen Normalfundionen sich linear durch 

V (v ^~~ 1 1 

V solche ausdriicken lassen, welche auf -^-^ — - -fach unendlich 

viele Weisen so gewahlt werden konnen, dass je ssum von ihnen 
zu einander orthogonal sind. Bei einigen spater zu besprechen- 
den Beispielen wird sich dieser wichtige Satz bestatigen. — 
Die Orthogonalitatseigenschaft haben Poisson und Andere 
nach ihm benutzt, um zu beweisen^ dass die transcend eiite 
Gleichung fur A nur redle Wurzeln haben kann. Gabe es 
namlich zwei conjugirt complexe Wurzeln A^, A*, so waren 
auch die zugehorigen Normalfunctionen Uh, Uk conjugirt 

complex, mithin jedes Element des Integrals I / A"* UhUkdf 

positiv, was im Widerspruch stande zur Orthogonalitats- 

bedingung /» /» 

/ / A''uHUj,df=0. 

Setzi man in der Gleichuug 

a (fc + ~'^^f^J (^c^s(wa?) + rco8(wy))ds, 
zweitens 

SO erhalt man: 

+J auj?ds = hjj A'"ui?df. 

Aus dieser Gleichung sieht man zunachst, dass alle ausge- 
zeichneten Werthe von A positiv sind, falls a langs der ganzen 
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Begrenzung positiv ist; denn bei negativem A^ koonte die 
Yorstehende Gleichung nur durch w* = befriedigt werden. 
Da in Uh noch ein constanter Factor willkdrlich ist, kann 
man durch geeignete Wahl desselben bewirken, dass 



// 



A"'uH*df 



wird, wodurch (16) in die vierte der Integralrelationen (12) 
abergeht. 

Bezeichnet man die linken Seiten der Gleichungen (12c) 
und (12 d) mit ^(u^) bezw. ip(uh), so ist 

und zwar ist dieser Worth ein Minimum oder Maximum der 

Function —hi] denn wir gelangten ja zu den Normalfunc- 

tionen zuerst gerade durch Aufsuchung der Minima oder 
Maxima dieses Ausdrucks, wobei \vir die Existenz solcher 
Maxima und Minima als durch den Grenziibergang Yon end- 
lichem zu unendlich grossem n sichergestellt annahmen. 

Mittelst dieses Grenziiberganges ergiebt sich auch, dass ^ 

Iff 

fur u = Uh den Meinsten Werth annimmt^ der moglich ist, wenn 
die Function u den BedingungsgUichungen geniigen soil: 

I I A"u^udf'= I I A"u^udf,.,= I I A"'uk^indf=Oj 
welche wir nach Analogic der Bemchnung S. 46 schreiben: 

oder auch ip(u) den Meinsten Werth bei denselhen Nebenbedin- 
gungen und der neu hinzukommenden: ^(u) = 1. 

H, Weber^) hat die Existenz der ausgezeichneten Losungen 
durch die Erwagung beweisen wollen, dass es eine Function 
u geben miisse, fiir welche bei den Nebenbedingungen 

^(m) = 1, ^(W, Wj) = ^(W, Wg) . . . = ^(t«, Uh^i) = 



*) Math. Ann. 1 p. Iff. 1868. Vergl. auch Po«wca/ c, Aiuer. Journ. 
of Math. XII, No. 3, 1889. 
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der Ausdruck q> ein Minimum wird; diese Function u hat 
dann nothwendig alle Eigenschaften der Normalfunction u^. 
Dies ist iibrigens insofem nicht genau die Betrachtungsweise 
E. Weber's, als derselbe nicht die Minima von q), sondern 
diejenige des Flachenintegrals*) 



ffm'+i^rw 



allein aufsucht^ und dafilr noch^ um die Randbedingung 
few -j- X— = zu erhalten, fordert, dass das Randintegral 



i 



u^ds einen constanten Werth haben soil; auch setzt er 

^= / I u^df nicht =1, sondern gleich einer anderen Con- 

stante c, Diese Unterschiede sind jedoch, wie man sieht^ 
nar unwesentlich. 

Die angedeutete Schlnssweise kan;i nun aber die Existenz 
der Normalfunctionen nicht beweisen, weil man nicht weiss, 
ob die Function u, welche alien Nebenbedingungen genHgt, 
und fiir welche (p, d. h. 

seinen kleinsten Werth erreicht, noch stetig ist. H. Wd)er 
hielt sie dennoch begreiflicher Weise fiir beweiskraftig, weil 
zu jener Zeit das sog. Dirichlefsche Prindp der Potential- 
theorie, dem sie ja ganz ahnlich ist, von den meisten Mathe- 
matikern noch als richtig angesehen wurde. — Poincare da- 
gegen, der in seiner erwahnten Abhandlung die TFeJer^sehe 
Schlussweise mit der Modification, welche wir oben erortert 
haben, jedoch ebenfalls nur fiir den von Weber betrachteten 
speciellen Fall auseinander setzt, behauptet nur, dass durch 
sie die Existenz der Normalfunctionen tmhrscheinlich gemacht 
werde, was £reilich auch schon zu yiel gesagt ist. 

Dagegen folgt in aller Strenge durch Berechnung der 
ersten Variation von 9?, dass die durch die partielle Differen- 

*) Weber sowohl als Poincare bctrachten nur den Fall, wo 
B - 0, ul' = A'' ^ A'" ^ Const, ist. 
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ticUgleichung (IS), die StetigJceitseigenschaften und die Bandbe- 
diiigung (14) (in welcker die Grosse a hier aber cds positiv 
vorausgesetzt werden mtASs) definirte Normcdfunction Uh den 
Integrdlausdruck q> bei den Nebenbedingungen 

(17) ^(w) = 1 , ^(w, u^) = t (w,Wj) . . . = ^(w,ma-i) = 

thatsdchlich zu einem Minimum mackty dessen Werth gerade der 
ausgezeichnete Werth Xh ist Dass die erste Variation von fp 
fflr w = M* verschwindet, folgt unmittelbar aus Gleichung (11), 
und ein Maximum ist durch die Natur der Function q>, welche 
nur positive Werthe annehmen kann, von vornherein ausge- 
schlossen. Der letzte Theil des vorstehenden Satzes, d. h. 
dass kh = 9>0u) ist, ergiebt sich aus Gleichung (16). 

§ 5. FortsetBiing. Beihenentwiokeltingen naeh Normal- 

funotionen etc. 

Durch die Normalfunctionen u^ und die Normalcoordina- 
ten Yh drUckt sich nun die vollstdndige Losung q wie folgt aus: 



oo 



(18) « = ^i«*n, 

1 

welche Gleichung jetzt das friihere System linearer Glei- 
chungen 

n 

Qi = ^* Pikrk (i— 1 . . . w) 
1 

vertritt. Die r^ sind, gerade wie bei endlichem n, bei Schwin- 

C08 yi^. (t —tA 

gungsproblemen von der Form Ah y~ -, bei Warme- 

COS Vh • h 

problemen von der Form A^^e , wobei die Ah willktirliche 
Gonstanten sind. Die kinetische und potentielle Energie 
erhalten bei den Schwingungen von Membranen die Gestalt: 

CO ao 

(19) r = 2r*«, r = 2hr,'; 

1 1 

umgekehrt ist es bei Luftschwingungen. Man erkennt aus (19) 
sofort den Satz, dass die f(ir eine Zeit, die ein ganzes Viel- 
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faches der tiefsten Fundamentalschwingungsdauer ist, gebil- 
deten Mittelwerthe von T und V einander gleich sind. 

Setzi man die Zeit t constant, z. B. (^ 0, so ergiebt 
sich die voUstandige Losung fiir q bei der mehrfach er- 
wahnten Grenzbedingung in der Form: 



(20) q = u = ^hAnUf,. 

1 

Da nun diese unendliche Beihe den Anfangsisustand von 
q darstellt, so schliessen wir aus dem Ohm'schen Princip 
(S. 4), Yorbehaltlich naherer mathematischer Untersuchung, 
dass sie eine willk^rlich gegebene Function u darzustellen 
yermag. Somit gelangen wir zu dem Satz: ^fTedes fur einen 
gegebenen JBereich geltende vollstdndige System von Normal' 
functionen liefert eine Beihendarstdlung einer fur das Innere 
dieses Bereiches unllMrlich gegebenen Function; dabei Icann man 
eine Idiebige partielle Differentialgleichung und eine beliebige 
Grenzbedingung der von uns betrachteten Art zu Grande legen" 

Auf dem Bande konnen keine willkiirlich yorgeschrie- 
benen Werthe mehr dargestellt werden, da alle Glieder der 

Reihe einer und derselben Gleichung Aw + q— "= gen^gen. 

Die Bestimmung der Coefficienten in der unendlichen Reihe (20) 
wird durch die Orthogonalitats-Eigenschaft der Normalfunc- 
tionen ermoglicht; es ergiebt sich namlich mit Rucksicht 
auf (12a) und. (12c); wenn man beide Seiten von (20) mit 
A"'uhdf multiplicirt und fiber das gegebene Gebiet integrirt: 

(21) A, =JJa"'uu^ df, 

welche Formel hier der inversen Substitution (S. 47) ent- 
spricht. Dieselbe Coefficientenbestimmung ergiebt sich, wie 
far die Fourier'sche Reihe hinlanglich bekannt ist, wenn man 

tt durch eine Summe ^ A^Uh von einer endlicheny beliebig 

grossen Gliederzahl moglichst genau darstellen will und die 
A nach der Methode der Jcleinsten Quadrate berechnet (vergl. 
z. B. die mehrfach erwahnte Arbeit von Poincare^ § 3). 
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Id besonderen Fallen tritt an Stelle der unendlichen Reihe 
eine Integraidarstellung, namlich stets dann, wenn die Werthe 
kh, also auch die Normalfunctionen Uh eine stetige Mannig- 
faltigkeit bilden; eine solche Darstellung hat die Form 

X" 

(22) u =J AuUh dXh , 

wo X\ X" die aussersten von X erreichten Werthe sind. Dies 
tritt in der Kegel ein fur Gebiete, die sich in's Unendliche 
erstrecken^ ausserdem aber unter Umstanden, z. B. wenn die 
Function -4'" unendlich gross wird (K.), auch jfiir ganz im 
Endlichen liegende Gebiete. Dass im Falle Yon zwei Dimen- 
sionen ein Unendlichgrosswerden von A"\ d. i. des Factors 
von u in der Differentialgleichung, dieselbe Wirkung hat, 
wie eine nnendliche Ausdehnung des Bereiches^ folgt aus dem 
S. 29 besprochenen Verhalten der DiflFerentialgleichung bei 
der conformen Abbildung. Wenn die Normalfunctionen Pro- 
ducte aus zwei Functionen je einer Coordinate sind; so konnen 
auch ReihendarstelluDgen in Bezug auf die eine^ Integraldar- 
stellungen in Bezug auf die andere unabhangige Yariabele 
vorkommen; ahnliche gemischte Darstellungen sind naturlich 
fiir dreidimensionale Bereiche moglich*). 

Wie wir in der Einleitung bemerkten, ist es hier nicht 
unsere Absicht, irgendwie genauer auf diese Lehre von 
den Reihenentwickelungen bezw. Integraldarstellungen einzu- 
gehen. 

Die zur Coefficientenbestimmung dienende Formel (21) 
behalt ihre Giiltigkeit auch in dem Falle, wo Uh zu einem 
mehrfachen (v-fachen) ausgezeichneten Werthe gehort, voraus- 
gesetzt, dass u^ einem Sjsteme von v zu einander orthogonalen 
(conjugirten) beziiglichen Normalfunctionen angehort; es wurde 
in § 4 (S. 49) der Satz begrundet, dass man ein solches Sy- 
stem stets auf -^ — 'fach unendlich vieleWeisenherstellenkann. 



*) Die Fonrier^Bchen lotegraldarstellangen geben hierfur bereits 
verschiedenartige Beispiele. In Bayleigh's Theorie des Scballes finden 
sich kdne Integraldarstellungen. 
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1st dagegen in diesem Falle Uk eine beliebige ausgezeichnete 
Losimg, also aus v speciellen zu einander orthogonalen mit 
willkurlichen Coefficienten linear zusammengesetzt, so ist die 
Formel (21) nicht mehr anwendbar, weil eine solche Losung 
nicht nur eine willkiirliche Gonstante (einen constanten Factor^ 

welcher entweder durch die Gleichnng I I n^'A*'df=\ oder 

dorch Angabe des Werthes von Uh in einetn Punkte bestimmt 
wird), sondem deren v enthalt. Eine zu einem v-fachen aus- 
gezeickneten Werthe k gehorende Losung u ist demnach erst be- 
stimmt, wenn ihre Werthe in v Punkten des Gd)iet€S gegeben 
sind. Diese Punkte dCLrfen aber nicht ganz wiUkurlich ange- 
nommen werden, wie man sogleich bemerkt. Es sei u^ . . , u^ 
ein System yon zu einander orthogonalen ausgezeicbneten 
Losungen oder von Normalfunctionen, und es werde durch 
einen oberen Index i(= 1 . . . i/) der Werth einer jeden im 
i^ Punkte bezeichuet. Nun sei die zu betrachtende ausge- 
zeichnete Losung 

u = A^u^ -f- A^u^ -|- . . . -|- AyUy. 

Damit sich die Constanten A^ . , , Ay aus u^^^ . . . w^*^ berech- 
nen lassen, muss die Determinante 

Uj^ Wg^ . . . M»^ 

1 ^^ • • • *'y 



W/ Wg* . . w»* 



von verschieden sein, und dies ist also die Beschrankung, 
welcher die Wahl der v Punkte zu unterwerfen ist. Es ist 
nothwendig und hinreichend, dass diese Bedingung fur irgend 
ein System von Normalfunctionen erfUlIt ist; denn da alle 
anderen Systeme aus jenem durch orthogonale Substitutionen 
erhalten werden, so hat obige Determinante immer denselben 
Werth, welches System man auch fur u^, . .Uy wahlen mag. 
Im Falle eines zweifachen Ausnahmewerthes, welcher der bei 
Weitem wichtigste ist, besagt die in Bede stehende Bedin- 
gung, dass die Punkte, in welchen u beliebig vorgeschrieben 

Pockela, DifFereniialgleichaog. 6 
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wirdy nicht beide auf NuUlinien oder -Flachen (Enotenlinien 
bezw. -Flachea) derseJben Normalfunction liegen durfen; es 
ware dann namlich u^^^^ : u^^^^ = u/*^ : u^^*\ Speciell darf 
nicbt einer der beiden Punkte ein Schnittpunkt von zwei Knoten- 
linien oder ein Punkt einer Schnittcurve von zwei Knoten- 
flacben sein, welcbe zwei verschiedenen Normalfunctionen an- 
geboren (vergl. unten). Wenn v — 1 Punkte gegeben sind, 
in welchen u »» sein soil, so lassen sicb daraus im Allge- 
meinen die VerJuUtnisse A^i A^- - - : A^ berecbnen, wodurcb 
dano u bis auf emen wiUkurlichen Factor , insbesondere also 
das System seiner Knotenlinien oder -Flachen bekanni ist. 

HieraoB folgt, dass durch v — 1 feste Punkte im AU- 
gemeinen nnr ein System von Knotenlinien bezw. Enoten- 
flachen einer i/-fachen ausgezeichneten Losung hindurcbgeht. 
Speciell ergiebt sich fUr jstveifache ausgezeicbnete Losungen 
in der Ebene der Satz: 

Durch jeden Punkt eines gegebenen Bereiches geht eine und 
im Allgemeinen nur eine Knotenlinie hindurch; ausgenommen 
sind nur geunsse, in endlicher Anjsahi vorhandene PunktCy durch 
welche aUe iiberhaupt moglichen Knotenlinien hindurchgehen. 

Lasst man das Yerhaltniss A^ : A^ sicb stetig andern, 
— eine solcbe Aenderung kann bei einer scbwingenden Mem- 
bran in der Tbat mit der Zeit stattfinden, da u^ und ti^ mit 
periodischen Functionen der Zeit von gleicber Periode, aber 
verschiedener Phase multiplicirt werden konnen, — so dreben 
sich die Knotenlinien gleicbsam urn die soeben erwabnten be- 
sonderen, immer unverriickt bleibenden Punkte, wobei der 
Drehungssinn f&r alle durch denselben Punkt gehenden Kno- 
tenlinien der gleicbe, fiir benachbarte Knotenpunkte aber der 
entgegengesetzte ist (vergl. das Beispiel des Quadrats in 
§ 6). Eine in solcher Weise schwingende Membran bietet 
eine Erscbeinung dar, welche grosse Analogic mit fort- 
schreitenden Wellen besitzt. 

Beispiele fur die hier besprochenen Verhaltnisse werden 
wir beim Quadrat^ gleichseitigen Dreieck und Kreis kennen 
lemen. 
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B. Losbare SpeciallSlle. 

§ 6. Falle, in welohen die Kormalfanctionen trigonometrisohe 

Ftinotionen sind. 

Nachdem im Vorhergehenden die wichtigsten allgemein 
angebbaren Eigenschaften der Normalfunctionen ausfUhrlich 
besprochen worden sind, soil nun in den Paragraphen 6 — 9 
ein Bericht uber diejenigen Falle gegeben werden, in wel- 
cheu man bisher die Normalfunctionen resp. ausgezeichneten 
Losungen unrklich hergestellt hat. Es handelt sicli dabei aus- 
schliesslicli um ausgezeichnete Losungen der einfachen Diffe- 
rentialgleichung Aw + Jc^u = und solcher Gleichungen, 
welche durch Einfiihrung anderer orthogonaler Coordinaten 
aus derselben hervorgehen ; femer wird die Grosse h der 

Grenzbedihgung hu -]- ^ = immer als auf der ganzen Be- 

grenzung oder auf Theilen derselben constant yorausgesetzt. 

a* Eindimensionale Gebiete. Sturm'sche Sdtze. 

Bevor wir mit dieser Besprechung der Losungen fflr 
specielle zwei- und dreidimensionale Gebiete beginnen, mogen 
hier diejenigen Untersucliungen in Erinuerung gebracht wer- 
den, welche sich auf eindimensionale Gebiete, also auf die 
lutegrale einer gewohnlichen linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung fur ein gegebenes Intervall der unabhan- 
gigen Yariabeln beziehen; denn die Kenntniss der Eigen- 
schaffcen dieser Integrale ist fur die folgenden Abschnitte 
sehr D^tzlich, zum Theil sogar nothwendig. Es handelt sich 
hier um die fundamentalen Arbeiten von Sturm und Liou- 
^Ue*). Sturm ist auf diese Untersuchung offenbar durch das 
Problem der Warmeleitung in einem Stabe gefiihrt worden, 
wie ja in Frankreich uberhaupt seit Fourier^s Zeit mit Vor- 
liebe Warmeleitungsprobleme behandelt worden sind. 



♦) Liouville's Jonmal I, 1836, p. 106—186, 253—65, 269-77, 
375-444. 

5* 



i 



68 Ueber die Gleicfanng: At* + *'** ■** ^' 

Die Form der Differentialgleichuug^ welche Siurm be- 
trachtei, ist die schon in I. § 4 angegebene: 

^(«"ll) + «" = ^5 

es wurde dort auch erwahnt, dass sich jede belidnge lineare 
homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung auf diese 
Form bringen lasst. In Betreff der Function aii(x) setzt 
Sturm immer yoraus, dass sie fiir alle in Betracht kommen- 
den Werthe von x durchaus positiv ist, wie es auch bei alien 
bisher behandelten, von einer solchen Differentialgleichung 
abhangenden physikalischen Problemen der Fall ist (vergl. I. 
§§ 1 u. 3). In seiner ersten Abhandlung macht Sturm tlber 
die Function a Jceine Yoraussetzung (ausser der Stetigkeit) 
und betrachtet sodann allgemein den Einfluss, welchen eine 
Aenderung Yon a^^ und a auf das Yerhalten der Integrale u hat. 
Spater zerlegt er a in die Summanden 1^a^{x) + a{x) und be- 
trachtet in der Differentialgleichung nur W (in seiner Be- 
zeichnung r) als variabelen Parameter, wie dies ja den physika- 
lischen Problemen mehr entspricht; dabei wird axkeiner 
Beschrankung unterworfen, aber a^ als im ganzen Gebiete 
von X positiv yorausgesetzt, ebenfalls entsprechend seiner 
physikalischen Bedeutung bei den Problemen der schwingen- 
den Saiten, Stabe oder Luftsaulen und der Warmeleitung. 
Es soil nun im Folgenden eine Uebersicht fiber die wich- 
tigsten Satze gegeben werden, welche Sturm fur die Integrale 
der Differentialgleichung 

bewiesen hat: 

1, Wenii w = wird; kann nicht zugleich -=— = sein, 

ohne dass u identisch =0 ist; folglich erleidet die Func- 
tion u jedesmal, wenn sie verschwindet, einen Zeichmwechsel. 

2. Die Werthe von x, fiir welche ein Integral u verschwindet, 

wachsen bestandig, wenn man den Werth \ = ( — -t~) 

zunehmen lasst. Zwei beliebige Integrale derselben Diffe- 
rentialgleichung (23), fiir welche im Allgemeinen der Werth 
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von f-^ ^j an der Grenze Xq (und folglich auch an der 

anderen) verschieden ist^ besitzen Nullstdlen, welche sicb 
gegenseitig separiren^ d. h. so liegen, dass zwischen je zwei 
NuUstellen des einen Integrales immer eine des anderen 
liegt; die Anzahl der NuUstellen kann fiir beide Integrale 
also bochstens um 1 differiren. 
3. Sind u, u zwei Integrale von (23), die zu zwei verscbiedenen 
Wertben A?, h'^ geboren, ist femer ¥ >Jc und u fur a; = a?y 
und filr x=Xi gleicb Null, fiir alle zwiscbenliegenden Werthe 
X aber positiVj so erleidet u zwiscben x^^ und x^ mindestens 
ei/nen Zeicbenwecbsel. Ebenso folgt, wenn u zwiscben x^ 
und x^ einen Zeicbenwecbsel erleidet, dass fCLr u in dem- 
selben Gebiete mindestens zwei stattfinden, u. s. f. 

4 Scbreibt man fQr u an einer Stelle x = Xq die Bedingung 

h^u — T~ =* vor, worin Jiq eine gegebene Constante ist, 

und lasst h^ stetig wacbsen, so nebmen diejenigen Wertbe 
von X auf der positiven Seite von a;^, fiir welcbe u ver- 
sebwindet, hestandig db. An einer beliebig gewablten, fest- 

gebaltenen Stelle x^ wecbseln u und AiU + 3— , wo \ eine 

gegebene andere Constante ist, bei continuirlicb wacbsen- 
dem h^ abwecbselnd das Yorzeicben. 

5. Es giebt eine unendliche Beihe von Werthen Jc^, fUr welcbe 
u an den Grenzen eines gegebenen Intervalles Xq<.x <,Xi 

den Bedingungen h^u — T~ =0 bezw, h^u -j- j-=0 ge- 

nUgt. Diese Wertbe von A;*, welcbe die Wurzeln einer 
gewissen transcendenten Gleicbung sind oder docb so an- 
geseben werden kbnnen, sind sammtlich reell undj falls \^ \ 
und a positiv sind, ebenfalls positiv. (Dieser Satz ist ein 
specieller Fall des in 11. § 4 erorterten.) Es konnen keine 
zwei Wurzeln jener Gleicbung einander gleicb sein. Ist a 
nicbt im ganzen Intervall positiv, so kann aucb eine be- 
schrankte Anzabl negativer Wurzeln h* vorbanden sein. 

6. Sind fci*, Jc^^f . . • fcn* . . . jene Wurzeln, nacb der Grosse ge- 
ordnet, und u^y t«g, . . . ti^ • . . die zugeborigen Integrale der 
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Differentialgleichung (23), (also bis auf einen constanten 
Factor die bier in Betracht kommenden NormalfunctioDen 
des Gebietes Xq<.x<Xi), so hat im Intervalle Xq<.x<.Xi 
(rnit Ausschluss der Grenzen) u^ Jceine NuUstelle, u^ eine, Wg 
0weij . . .Un {n— 1), und die Nullstellen zweier aufeioander- 
folgender Functionen Uh, Wa+i separiren sich gegenseitig. 
7. Ein mit willkurlichen Constanten Am • • • ^n gebildetes 
lineares Aggregat der Integrate Um - » -Un, 

(welche Function natCirlich nidht der Differentialgleichung 
(23) genttgt), besitzt im Intervall Xq<Cx <Cx^ mindestens 
m — 1 und hochstens w — 1 Nullstellen. 

Die Satze 2 — 6 lassen sich fast alle mit Hdlfe der direct 
aus der Differentialgleichung (23) ableitbaren Gleichung 

durch Vergleichung der Vorzeichen beider Seiten beweisen. 
Es ist dies die vielbenutzte Relation, welche, wenn w, u Nor- 
malfunctionen des Gebietes x^ , . .x^ sind, die „Orthogonali- 
tats-Eigenschaft'* ergiebt, (Vergl. fiber die Sturm'schen Satze 
auch Routh, 1. c. p. 240—43, und Rayleigh^ 1. c. I p. 232—38.) 
Den Satz 6) hat Sturm zuerst durch eine sich auf das 
Erkaltungsproblem beziehende physikalische Erwagung ge- 
wonnen*). Es stellt namlich 

BmUme~^"'* -\ 1- BnUne"^''' 

ein mogliches Erkaltungsgesetz fiir einen bei x ^=^ x^ und 
X = Xi begrenzten Stab von der inneren Leitungsfahigkeit 
a^i, dem Ausstrahlungsvermogen a und der Warmecapacitat 
a^ dar; fur t = -}- oo reducirt sich dieser Ausdruck auf das 
erste Glied, fiir t = — oo auf das letzte, und hat also in 
diesen Grenzfallen m — 1 bezw. n — 1 Zeichenwechsel. Es 
ist nun physikalisch selbstyerstandlich, dass wahrend der 
Erkaltung, die zur Zeit t = — oo begonnen hat, Jceine neuen 



*) Liouville's Journal I, p. 432 — 34. 
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• 

Zeichenwechsel anftreten konnen, und daraus folgt, dass je- 
der Ausdruck AmUm + • • • + ^n^n nicht weniger als m — 1 
und nicht rnehr als n — 1 Zeichenwechsel haben kann. 

Ohne Hineinziehung der Zeit ist der Satz spater von 
Sturm*) selbst^ sowie schon vorher von Liotmlle**) be- 
wiesen worden; letzterer hat auf denselben seinen, yom 
Standpunkte der modemen Functionentheorie allerdings noch 
nicht befriedigenden; Beweis fiir die Entwickdbarkeit einer will- 

OP 

hiirlichen Function von x in eine Beihe ^ A^Uh nach den oben 

1 

hetrachteten Functionen % gegrHndet. Den Liouville'schen Be- 
weis ftir den Satz 7) hat Bayleigh***) etwas abgeandert und 
vereinfacht. Sturm hat, wie aus einer Notiz in Ferussac^s 
Bulletin XI, p. 424 — 425 hervorzugehen scheint, ursprfing- 
lich die Absicht gehabt, ein dem Satze 7) analoges Theorem 
Mr raumliche Gebiete zu finden; es scheint ihm dies aber 
nicht gelungen zu sein, da er sich spater immer auf den Fall 
einer unabhangigen Variabeln bedchrankt hat. 

Urn den Satz 6) nach der Sturm'schen Methode zu 
beweisen^ ist die Yoraussetzung wesentlich^ dass die Func- 
tion Oj im ganzen Intervalle Xq. , ,x^ positiv sei. Man kann 
sich aber auf geometrischem Wege leicht veranschaulichen, 
dass er auch noch gelten muss, wenn nur in einem kleinen 
TheUe des Gebietes a^ noch positive Werthe hai Man bringe 
zunachst die Differentialgleichung (23) auf die Form 

(23') + «ft* + a>-O, 

indem man die durch die Gleichung 

dx 



dl 



flu 



definirte neue Variabele | einfiihrt und (iiiO^= a^^ ai^a = a 
setzt. Da a^^ nach der Yoraussetzung iiberall endlich, stetig 



*) Lionville's Journal I, p. 436 ff. 
*♦) Liouville's Journal I, p. 269 ff. 
**♦) Theorie des Schalles 1. Theil, p. 236—38. 
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imd > ist, macht es keinen wesentlichen Uiiterschied, wenn 
man u als Function von | stati von x betrachtet; die Grenz- 
bedingungen fiir Xq und x^ gehen in solche von derselben 
Form far S = I© ^^^ S = Si tlber, nur sind die Consianten 
Jiq, \ darin andere. Aus der Form (23') ersieht man nun 
sofort, dass die Curve y = m(|) iiberaU da, wo 

<*2 + a'>0 

ist, gegen die |-Axe convergirt, d. h. derselben die concave 
Seite zukehrt, dagegen dort, wo a^'h^ + a' < ist, divergirt, 
d. h. ihr die convexe Seite zuwendet. Lasst man k^ wachsen, 
wahrend sonst Alles unverandert bleibt, so wird sowohl die 
Convergenz als die Divergenz verstarkt; dies hat zur Folge, 
dass auf den Strecken der 5" Axe, wo a/fc^ + a' > ist, 
immer mehr Schnittpunkte der Curve y = u(l^) auftreten 
werden, wabrend auf die iibrigen Strecken immer hochstens 
einer fallen kaun. Durcb diese Erwagung kann man sich 
daher verstandlich machen, dass man, sofern nur iiberhaupt 
fiir irgend eine Strecke der J- und somit der a?- Axe a, positiv ist, 
eine unendliche Reihe vou Werthen P so bestimmen kann, 
dass die entsprechenden, den Grenzbedingungen 

Ku -\- -J- = und hr,u — 3— = 
* ' ax ^ ax 

geniigenden Integrale u im ganzen Intervalle a?o < a? < ajj 
beziehungsweise an 0, 1, 2,... n . . . Stellen verschwinden. 
Ipdessen werden wir von der hiermit bezeichneten Verall- 
gemeinerung des Sturm'schen Satzes spaterhin Tceine Anwen- 
dung zu machen brauchen. 

Das wichtigste specielle Problem mit einer unabhangigen 
Variabeln, fiir welches man die Normalfunctionen kennt, ist 
selbstverstandlich das der freien Schwingungen einer Saite von 
constanter Spannung und Dkhte oder einer homogenen Luftsatde, 
oder auch das der Longitudinal- und Torsionsschtvingungen eines 
homogenen cylindrischen Stahes. Da bei demselben a = und 

«!, sowie a, constant ist, so moge statt — ^ 1^ kQrzer h^ ge- 
schrieben werden. Sind die Enden der Saite bezw. des Stabes 
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fest oder die der Lufbsaule offen^ und bezeichnet I die Lange, 
80 sind die Normalfiinctionen*): 

. nnx 



Un «» sin 



wenn n die Beibe der positiven ganzen Zablen durcblauft; 

sind die Enden des Stabes frei (bei der Saite ist dies nicbi 

gat Yorstellbar) oder diejenigen der Luftsaule gescblossen, 

so isi 

(n — i)9x 

tin, = COS ^ i"-^ • 

Die ausgezeiehneten Werthe sind im ersten Falle gegeben 
durch : 

Kn — -^> 

und im zweiten durch: 

7, 2 _ (n - lYn^ 

also durch dieselbe Zahlenreihe, wie im ersten Falle, welche 
hier aber mit dem Werthe beginnt, dem die Normalfunc- 
tion Ui = Const, entspricht. Ist ein Ende fest (bezw. oflfen), 
das andere frei (bezw. geschlossen), so ist 

(2n — 1 nx\ , /2n — 1 nx\ 



y-f-i^i)*. 



Die beiden ersten Falle liefern nach der S. 63 angedeu- 
teten Schlussweise die EntuncJceltmg einer wiUkiirlichen Func- 
tion von X nach Sinus oder Cosinus gcmzer Vielfacher von ^ • 

Dm die volUtandige Fourier' sche Eeihe zu erhalten, muss man 
eine neue, bisher nur beilaufig genannte Grenzbedingung ein- 
f&hren, namlich die, dass u und seine Differentialquotienten 

*) Hier und im Folgenden wird eine ausgezeichnete LCsang, 
welche za einem einfachen ausgezeiehneten Werthe k* gehOrt, h3,ufig 
aoch dann kurz als Normalfunction bezeichnet, wenn der constante Fac- 
tor der Ldsang rUcht gerade der frflheren Festsetzang gem&ss gewahlt 
ist; nur bei mihrfachen ausgezeiehneten Werthen ist es nothwendig, 
zwiscben ausgezeiehneten Ldsungen und Normalfnnctionen einen schar- 
fen Unterechied zu machen. 
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an beiden Grenzen dieselben Wertbe haben soUen, mit an- 
deren Worten, dass u(x) die Periode I besitzen soil. Diese 
bereits S. 37 erwahnte Bedingung der Periodicitdt tritt bei 
solchen physikalischen Problemen auf^ wo die Differential- 
gleichung ftir ein in sich geschlossenes Gebiet zu integriren 
ist; im vorliegenden Fall dient daher als Beispiel am besten 
eine sehr diLnne, in sich zuriickkehrende Luftsaule. Es ist 

klar, dass bei dieser Grenzbedingung sowohl cos — ^ — als 

sin — J — zu i^i = ("~r") g^^^rige Normalfunctionen sind, 

da sie die yerlangte Periodicitat besitzen and auch der For- 
derung gendgen, zu einander orthogonal zu sein. Hieraus 
ergiebt sich nun, dass jedes Jc^ mit alleiniger Ausnahme von 
k^^ ein zweifacher ausgezeichoeter Werth ist. Erwahnenswerth 
ist uoch, dass fur irgend zwei yerschiedene, zu demselben Jc^ 
gehorige ausgezeichnete Losungen eines solchen Gebietes aus 
dem zweiten der oben angefQhrten Sturm'schen Satze folgt, 
dass ihre Wwzeln sich gegenseitig separiren. 

Ist die Saite oder Luftsaule nach einer oder nach beiden 
Rich tun gen hin unbegrenzt, so bilden die ausgezeichneten 
Werthe von h^ eine stetige Mannigfaltigkeit, und man gelangt 
zu den Fotirier'schen IntegraMarsteUungen. In der That er- 
kennt man leicht, dass die aufeinander folgenden ausgezeich- 
neten Werthe von h^ sich um so weniger unterscheiden, je 

grosser I wird, und dass ihr Unterschied wie -tj- unendlich 

klein wird bei unbegrenzt wachsendem {. Aehnlich wird man 
Isich bei den spateren Beispielen (Rechteck, Ereis, Eugel etc.) 
davon iiberzeugen, dass filr unendlich grosse Dimensionen 
die Reihe der ausgezeichneten Werthe h^ eine stetige wird. — 
Oben wurden nur die speciellen Grenzbedingungen i* =« 

und 7>— = oder, was hier dasselbe ist, :5— = betrachtet. 

en ' ax 

Sind die allgemeineren Bedingungen 

hu^^ = i^ x = 0, Alt* + ^ = far a; = Z 
^ dx ' ^ * dx 

vorgeschrieben, so sind die Normalfunctionen zwar auch noch 
trigonometrische Functionen: 



Yon den ausgeseichneten Ldsungen. § 6. 75 

Un = sin [JCn(X — Xn)] , 

da das allgeineiue Integral der Differentialgleichung ja eine 

solche Form hat; aber die ausgezeichneten Werthe kn bilden 

jetzt nicht mehr eine arithmetische Reihe, sondern sind die 

Wurzeln einer complicirteren transcendenten Gleichung, welche 

folgendermassen lautet: 

{9A\ A — ^0 tg feZ — A; , 

^^^ \ ^0 + * tg ftr 

die Constante Xn bestimmt sich aus: 

(25) iiXnlCn = ^i' 

Man erfaa.lt jetzt also auf Grand der Schlussweise auf S. 63 
ebenfalls eine trigonometrische BeiJie, aber die Argamente der 
einzelnen Glieder sind nicht mehr gammhlige Vielfache des 
ersten dieser Argumente. Das bekannteste physikalische Pro- 
blem, dessen Losung durch solche Reihen geliefert wird, ist 
das yielfach behandelte des Warmeausgleiehes in einem Stabe, 
dessen Endflachen in die Umgebung Warme ausstrahlen, 
wahrend die librige Oberflache vor Warmeabgabe geschtttzt 
ist. — Ist hQ = h^ = h, so vereinfachen sich die Gleichungen 
(24) und (25) zu 

(240 i-^e(—^). 

Darin bedeutet m irgend eine ganze Zahl; es geniigt aber, 
ihr die Werthe and 1 beizalegen, d. h. sammtliche Wurzeln Jc 
zerfallen in zwei Gruppen, von denen die eine durch 

^ = tg Y; die andere durch ir "^ — ^^^8 Y 8®g®^®^ ist*). 



*) In dem aDderen speciellen Fall, dass ^^ <» oo, d. h. u «=sO ist 
far a; » 0, sind alle Werthe von k durch die tianscendente Gleichnng 
ksshi tg Jcl gegeben, welche auch bei der Integration nnserer Diffe- 
rentialgleichung fur die Kugel auftreten kann (cf. § 7 c) und gelegenti- 
lich des letzteren Problems yon Eiemann (Partielle Differentialglei- 
chnngen, §§ 65 u. 66) ausfohrlich discutirt worden ist. Auch hat fur 
diesen Fall Fudzisawa (Dissertation, Strassbnrg 1886) nach Christoffel 
die Entwickelbarkeit einer willkfirlichen Function in die oben erw9.hnte 
trigonometrische Beihe streng bewiessn. 
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Von speciellen gelosten Fallen, bei welchen a^ nicht con- 
stant ist^ sei nur das Problem der freien Schwingungen eines 
hangenden Seiles^ welches nur durch seine eigene Schwere ge- 
spannt ist^ in Erinnerung gebracht. Die Spannung a^i ist dann 

variabel und zwar ='Pq' — ? — •, wo Pq die Spannung am 

oberen Ende (x = 0) bezeichnet. Dieses Problem ist mehr- 
fach behandelt wordeO; so schon von Daniel BemouUi\ es 
fiihrt auf Bessersche Functionen^ welche bei dieser Gelegen- 
heit Qberhaupt zum ersten Male eingefOhrt worden sind*). 

b, Bechteck und Grengfalle desselben. 
Ist die partielle Differentialgleichung 

fur ein Bechteck von den Seiten a (parallel der X-Axe) und 
6 (parallel der Y-Axe) unter der Greuzbediugung 

Am + ^ = 0, 

in welcher h langs jeder Seite constant ist, zu integriren, so 
setzt man u gleich einem Producte aus einer Function X von 
X allein und einer solchen T von y allein und erhalt fGr 
diese Functionen die gewohnlichen Differentialgleichungen 

worin k'^, k"^ Gonstanten bezeichnen, deren Sun^ne »«= ft* 
ist. Diese Di£Perentialgleicliungen sind von ^derselben Form^ 
wie die im Vorhergehenden ausfuhrlich behandelte. Die 
Normalfunctionen fur das Bechteck sind also bei der all- 
gemeinen Randbedingung: 

Um,n = sin ft;,(a? — Xm) ' sin kn(tf — yn), 

wobei km^ Xm und k'n, tfn durch die transcendenten Gleichungen 
(24) und (25) bestimmt werden, in welchen nur die Bezeich- 
nungen in leicht ersichtlicher Weise zu modificiren sind. 
Ist speciell die Randbedingung t^ »= fiir alle Seiten 



*) Daniel Bernoulli^ Comm. Acad. Petrop. VI, 1732/33. 



Yon den ansgezeichoeten LGsangen. § 6. 77 

gegeben^ wie es bei den Schwingungen einer in eiiien starren 
Rahmen gespannten Mem bran der Fall ist^ so hat man 

. mnx nny 

Um,n = Sm-^ • Sm -y- , 

Man sieht sofort, dass die Knotenlinien^ d. li. die Linien, auf 
welchen u verschtoindety im AUgemeinen nur Parallde m deii 
Seitm des Bechtecks sein werden^ welche das ganze Rechteck 
mm .n congruente kleinere theilen. Nur wenn A? ein mehr- 
facher ausgezeichneter Werth ist, konnen andere Enotenlinien 
vorkommen, und dieser Pall ist nur moglich, wenn das Ver- 
haltniss a^:b* rational ist^ weil sich nur dann eine uud die- 

selbe Zahl -^ auf tnehrere Weisen in der Form -^ + r, (mit 

ganzzabligen Werthen von m^ n) darstellen lasst. Der ein- 
facbste bierher gehorige Fall ist derjenige des Quadrates, 
und es ist^ trotzdem derselbe scbon yielfach bebandelt worden 
ist (z. B. in Riemann^s Vorlesungen liber partielle Diflferential- 
gleichungen), wohl berecbtigt^ denselben eingehend zu be- 
sprecben, weil er das beste Beispiel fiir mehrfache ausgezeich- 
nete Werthe von ft* bietet. — Die Normalfunctionen sind bier: 

mnx . nny 



Wm.1. = sm sm , 



und die zugehorigen Werthe von Jc^: 

Einfache ausgezeiehnete Werihe sind nur diejenigen, fiir 
welche w «= n ist, und zu welchen Normalfunctionen t«w,m ge- 
horen, deren Enotenlinien das gegebene Quadrat in m^ 
congruente Quadrate zerlegen; die diesen Schwingungsarten 
entsprechenden Tone sind die harmonischen Obertone des 
Grundtones der Membran ^ welchen man fur m = n = 1 er^ 
halt, da er der Schwingung ohne Enotenlinien entspricht. 

Sobald m ^ n ist, ist Jcit^n ein mindestens jstceifacher aus- 
gezeichneter Werth; denn es gehoren zu ihm dann die bei- 
<fe» verschiedenen Normalfunctionen 
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mnx nny j nnx . mny 

^m n = Sin Sin — - una m„ ^ = sm sm , 

• a a ' a a ' 

aus welchen sich eine allgemeinere aasgezeichnete Losong linear 
mit willkurlichen Coefficienten zusammensetzt. Die vorstehen- 
den Functionen Um,n, ^n,m sind dabei unter der einfach uneiid- 
lichen Mannigfaltigkeit dieser ausgezeichneten Losungen richtig^ 
d. L der Orthogonalitatsbedingung entsprechend ausge- 
wahlty da 

a a 

mnx . nnx . mny . nny 



fj 



Sin sm sm — - sin - dxay = 

a a a a ^ 





ist. Die Enotenlinien von Um,n sind m Parallele zur X-Axe 
und n Parallele zur F-Axe, diejenigen von Un^m n Parallele 
zur X- und m zur F-Axe. Zwischen diesen beiden Knoten- 
liniensystemen giebt es uDendlich viele UAergangsfarmen, 
deren Gleichung ist 

. mnx . nny , . . nnx . mny ^ 

Am,n sm sm — - 4- A,m sm sin = , 

und welche sdmmtlich durch die Schnittpunkte der Liniensysteme 
t«TO,„ = 0, w«,m = 0, also durch (m — 1)* + (** — 1)^ feste 
Punkte, hindwrch^ehen. Aus der linken Seite der vorstehen- 

den Gleichunir kann man den Factor sin — sin — abson- 

® .a a 

dern; in der That muss ja die Begrenzung des gegebenen 

Quadrates stets dem System der Enotenlinien angehoren. 

Mit Hiilfe der soeben erwabnten alien Enotenlinien gemein- 

samen Punkte und des im III. Theile zu beweisenden Satzes, 

dass sich zwei zu demselben u gehorige Enotenlinien stets 

senkrecht, oder allgemein, wenn noch mehr Enotenlinien 4urch 

den Schnittpunkt hindurchgehen^ unter gleichen Winkeln schnei- 

den, ist es leicht, sich eine Vorstellung von der Art des 

Ueberganges von dem einen der Curvensysteme Um,n = und 

t^n,m = zuni anderen zu machen, wenigstens wenn die Zahlen 

m und n klein sind. In den Figuren 1 — 4 a, b, . . . h, 

S. 80 sind die ausgezeichneten Enotenliniensysteme und eine 

Reihe von Uebergangsformen fur die tiefsten Tone einer 

quadratischen homogenen Membran von constanter Spannung 



Yon den ansgezeichneten L(5snDgen. § 6. 79 

bis zum zweiten harmonisclien Oberton des Grundtones an- 
nahemd dargestellt; die Schwingungszahlen Nm^n, ausgedriickt 
durch die Schwingungszahl N^^ des GrundtoneS; sind jedes- 
mal beigefugt, ebenso die Function, welche auf den jeweils 
dargestellten Linien yerschwindet. Die Zeiclitiungen fQr ti,^, 
u^f ^8 selbst sind als selbstverstandlich fortgelassen. 

Die ausgezeichneten Knotenlinien, d. h. die durch t«m,ii = 
tind tim^n + t*„,m = gcgebeneu, finden sich fiir die beiden 
ersten Falle in Biemann-HcUtendorf's ,,partiellen Diflferential- 
gleichungen" und Lord Eayleigh's „Theorie des Schalles", fui* 
die drei ersten in Lamp's ,,Le9ons sur la theorie mathema- 
tique de Telasticit^ des corps solides'^ dargestellt, doch feblt 
dort iiberall die Andeutiing der Uebergange zwischen jenen 
ausgezeichneten Typen. 

In Betreff des Grundtones der quadratischen Membran 
sei hier noch der leicht zu beweisende Satz erwahnt, dass 
derselbe tiefer ist, als der Grundton jeder anderen homogenen 
rechteckigen Membran von derselben Spannung und demselben 
Gewickt oder demselben FldcheninhaU. 

Ausser den bisher besprocheuen zweifachen ausgezeich- 
neten Werthen giebt es beim Quadrate aber auch vierfache 
und hohere, da es ganze Zahlen giebt, die sich auf mehrere 
Weisen als Summe der Quadrate Ton zwei ganzen Zahlen 
darstellen lasseu. Urn die zahlentheoretische Frage zu eut- 
scheiden, wann dies fiir eine ganze Zahl r = m^ -{- n^ mog- 
lich ist, zerlege man r zunachstin seine reellenPrimfactoren*): 

wo Aj, jTg . . • Xj, 9^2 . . . irgend welche positive ganze Zahlen 
und jPj, |)2 . . . die Primfactoren von der Form 4v4"l> S'l* 
q^.. , diejenigen von der Form 4i/ + 3 (v = 0, 1, 2 . . .) sind, 
welche letzteren in einer Zahl von der Form m* + w* nur 
in geraden Potenzen vorkommen konnen. Die ersteren zer- 
lege man nun in ihre complexen Primfactoren: 

A = («i + AO(«i — My 1^2= («2 + A0(«2 — My • • • 

*) Vergl. Biemann-HaUendorf's partielle Differentialgleichnngen, 

§ 95. 
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Yon den ausgezeichneten LOsungen. § 6. 81 

Bildet man nun ein Product, worin jTi-mal der Factor 
(a, + ftt) init beliebiger Combination der Vorzeichen, ebenso 
sTg-mal der Factor (a^ + fti) u. s.w., sowie x^-mal Qi u. s.w. 
vorkommt, und bezeichnet ^ man dieses complexe Product 
mit nih + Uhif so ist 

Aus diesem Verfahren folgt, dass die Zerlegung von r 
in die Summe von zwei Quadraten auf 

K«, + 1)(«2 + !)(% + 1)... 
Weisen moglich ist. Der ausgezeichnete Werth ( — ) • r ist 

also im AUgemeinen ein — (tc^ + 1)(^2 + 1) ' * " -facher, doch 

wird dieser Grad der Multiplicitat um (i geringer, wenn es 
fimal vorkommt, dass m^ = n^ ist. Enthalt r ausser den 
ungeraden Primfactoren p und q den Primfactor 2, so wird 
die Anzahl der Zerlegungen dadurch nicht grosser. Der 
niedrigste mehr als 2-fache ausgezeichnete Werth ist 

A;2 = (^)'-65 (4-fach); 

der niedrigste 6-fache ist ( — j • 325, u. s. w. Ueber die 

Knotenlinien in solchen complicirten Fallen sind noch keine 
Untersuchungen vorhanden. 

Ist fiir alle Seiten des Quadrates die Randbedingung 

cu 

^ = vorgeschrieben, so sind die Normalfunctionen : 

mnx nny 
Um-\.l,n+l = cos —^ COS —^ 

und die ausgezeichneten Werthe sind ebenfalls von der Form 



( 



f)"(«.' + n'). 



Hinsichtlich der Multiplicitat der letzteren gilt hier also das- 
selbe, wie bei der Grenzbedingung w = 0; neu ist nur, dass 
jetzt auch die Werthe m = und n = zulassig sind, so 
dass es Normalfunctionen giebt, welche nur von einer Coor- 

Pockels, Differentialgleiclmng. 6 



82 Ueber die Gleichung: Au -\- k*u '=' 0. 

dinate abhangen*), sowie auch insbesondere die Normal- 
function Wi,i = 1, zu welcher der Werth i^ ^ = gehort. — 
Daher gehoren zu einem (2-fachen) ausgezeichneten Werthe 
von der Form 

die ausgezeichneten Losungen 

-Al,m-fl COS — f- -4^+1,1 COS— ^;j 

2J — 

d. h. es giebt bei der Grenzbedingung o— = 0, also z. B. fiir 

eine quadratische geschlossene Luftplatte, Schwingungsformen; 
welche eine einfache Ueberlagerung derjenigen sind, die fur 
einen parallel der X-Axe bezw. parallel der T-Axe unbe- 
grenzten Parallelstreifen von der Breite a moglich waren, 
was bei Membranen oder offenen Luftplatten nicht der Fall 
ist. (Natiirlich gilt Analoges auch fiir rechteckige Begrenzung, 
sofern a* : h^ rational ist.) AUe Systeme von Knotenlinien, 
welche nicht diesen speciellen ausgezeichneten Losungen 
^i,mri-iUi^m+i + Am^i^iUrr,^i^i zugchoren, siud von den bei 
der Grenzbedingung u = auftretenden nur durch die Lage 
in Bezug auf die Begrenzung verschieden und werden 
erhalten, wenn man das der Grenzbedingung u = ent- 
sprechende Knotenliniensystem liber die Begrenzung hinaus 

fortsetzt und dann die letztere um ^r— parallel der X-Axe 

und um _ parallel der F-Axe verschiebt. 

Die einfachsten Knotenlinien fiir die Falle, in welchen 
n = und m = 1, 2, 3, 4 ist, sind in den Figuren 5 bis 8 
a, 6, c, d dargestellt. Eine Discussion derartiger, durch 

cos h cos = 



*) Da dieselben aber nur ein specieller Fall der Functionen 
^m4-i n+1 sind, so liegt kein Grund vor, zwei wesentlich verschiedene 
Arten von L(58ungen zu unterscheiden, wie es in einem Beferate iiber 
Arbeiten yon Kimdt und Matthiessen in den Fortschritten der Physik 
(1876, p. 307) geschehen ist. 
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gegebener Knotenlinien findet sich in einer Arbeit von 
MaUhiessen*) und in Bayleigh's Theorie des Schalles (1, 413—14). 
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Da die Grenzbedingung a- == in erster Linie ftlr die Schwing- 

ungen geschlossener Luftplatten Bedeutung hat, so ist es 
vielleiclit nicht uberfliissig^ daran zu erinnern, dass bei 
diesem Problem die hier immer als Knotenlinien bezeiehneten 
Nulllinien der ausgezeichneten Losungen diejenigen Curven 
sind, auf welchen die Amplitude der Lufttheilchen am grossten 
ist, so dass sie nach dem gewohnlichen physikalischen Sprach- 
gebrauch BoAAche zu nennen waren. 

*) SchlSmilch's Zeitscbrift XXI, 38—46. 



84 Ueber die Gleichang: Au + ^'<* •= ^• 

Die NormalfuDctionen des Bechteekes bezw. Quadrates 
fiir die Falle, wo an einigen Seiten w = 0, an den anderen 

^=0 ist, sind ohne Schwierigkeit herzustellen and bieten 

nichts Neues ; sie sind ausfiihrlicli von Kundt*) discutirt worden. 

Die Entwickelungen willMrlicher Functionen von x und y 

nach den Normalfunctionen des Rechtecks sind die Fourie/schen 

doppelt unendlichen Beihen, welche nach Sinus oder Cosinus der 

gamen Vielfachen von — und ^ fortschreiten. Um auf die 

vollsidndige Fourier'sche Doppelreihe 



00 00 



2;^ 2; ^m, « sm — ^ '- sm — ^-^ '- 



za kommen, musste man fQr die gegenuberliegenden Seiten 
die Grenzbedingung der Periodicitdt stellen. Fiir ein Seiten- 
paar, z. B. x =0, x ^= a, lasst sich dieselbe physikalisch 
deuten^ indem man sich das Rechteck auf einen Cylinder von 
beliebig gestaltetem Querschnitt und vom Umfang a so auf- 
gewiekelt denkt, dass die genannten beiden Seiten den Er- 
zeugenden parallel werden und demnach gerade zur Deckung 
kommen; dann kann man sich die von diesen zusammen- 
fallenden Seiten gebildete Trennungslinie fortdenken und 
erhalt eine Cylinder zone ^ fur welche eine Losung der Diffe- 
rentialgleichung Aw + ^*w = zu bestimmen ist, deren 
eines Argument x die Periode a besitzt. Als physikalisches 
Beispiel waren die Eigenschwingungen einer Luftschicht von 
der Gestalt einer solchen Cylinderzone anzufiihren. 

Wenn sich das Rechteck parallel der X-Axe oder der 
Y-Axe oder parallel beiden nach einer oder beiden Seiten 
in's Unendliche erstreckt, so werden k' oder i" bezw. beide 
ganz wUlkurlich, d. h. physikalisch ausgedriickt: es sind dann 
stehende Wellen von jeder Ldnge und Schwingungsdauer mog- 
lich. Die Forderung eines willkurlichen Anfangszustandes 
(vergl. S.4u. 63) ergiebtdann die Darstellbarkeit einer willkiir- 
lichen Function von zwei Variabeln in einer der Formen: 



*) A. Kundt, Fogg. Ann. CL. p. 177- 97 nnd 337—56. 1873. 
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worin je nach der Grenzbedingung bezw. je nach dem Giiltig- 
keitsbereiche statt der Sinus auch Cosinus oder aus beiden 
zusammengesetzte Ausdriicke stehen und die unteren Grenzen 
der Integrale — oo statt sein konnen. 

c. Rechtwinkliges Parallelepipedon. 

Wie die vorhergehenden Betrachtungen auf den Fall 
von drei Dimensionen zu erweitern, d. h. die ausgezeichneten 
Losungen der Diflferentialgleichung 

fiir eiQ rechtmnkliges Parallel^ipedon bei der Grenzbedingung 

few -)- ^ = mit fiir jede Grenzflache constantem h zu bilden 

sind, bedarf wohl keiner speciellen Erorterung. Es sei aber 
gleich an dieser Stelle bemerkt^ dass man ganz allgemein 
aus den bekannten Normalfunctionen Uk {Xy y) irgend eines 
Bereiches in der X Y-Ebene diejenigen eines geraden Prismas 
ockr GylinderSy dessen Querschnitt jener ebene Bereich ist, 

dadurch ableiten kann, dass man sie mit 'sin — ^^ — mul- 

c 

tiplicirt, wo c die Hohe des Prismas oder Cylinders bezeiehnet 
und jp, Zp aus den Grenzbedingungen fiir die beiden zur 
z-kxe senkrechten Endflachen nach den Formeln (24), (25) 
zu berechnen sind; die ausgezeichneten Werthe Ic^ fiir einen 
solchen cylindrischen oder prismatischen Raum sind, wenn 
mit fc'2 diejenigen des Querschnitts bezeiehnet werden, 

F = k- + (^)^ 



! 

i 
L 
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Beispielsweise sind die Normalfunctionen des Wiirfels 
von der Eante a bei der Grenzbedingung u = 0: 

mnx . nny , pnz 

w^n,p = sin-^ sm -^ sin ^; 

falls die ganzen Zahlen m, n und p alle drei yon einander 
verschieden sind, und kein zahlentheoretisch besonderer Fall 

vorliegt, ist h^n,p = (-) • (w*+ w* +!>*) ©in sechsfacher aus- 

gezeichneter Werth, weshalb jedenfalls die „Knotenflaclien" 
u = gleich sehr complicirt ausfallen werden. 

Damit wollen wir diesen Ueberblick iiber diejenigen 
Gebiete, deren Normalfanctionen trigonometrische Functionen 
sind; Yorerst beschliessen. Eine Anzahl solclier Bereiche 
von der Bescha£Penbeit, dass sich aus ihnen die bisber unter- 
sucbten durch symmetrische Wiederholung zusammensetzen 
lassen, wird jedocb in einem spateren Paragraphen noch zu 
besprechen sein, well man ihre Normalfunctionen aus den 
bisber betrachteten durch ein dann zu erorterndes Princip 
von allgemeiner Bedeutung gewinnen kann. 

§ 7. F&lle, bei welohen BeBsePsohe und Kugelfonotionen 

8ur Anwendung kommen. 

a. Kreisfldche, bezw, von je zwei concentrischen Kreisen und 

Radien hegrenete Gebiete. 

Vielfach behandelt ist die Integration der DiflTerential- 
gleichung Aw + ^*w *== ftlr eine ebene Kreisfldche , theils 
wegen der physikalischen Bedeutung dieses Problems (z. B. 
filr Schwingungen einer kreisformigen Membran, auch fur 
die Warmestromung in einem Kreiscylinder, durch welches 
Problem Fourier*) zuerst auf die Bessel'schen Functionen ge- 
fiihrt wurde), theils wegen seines mathematischen Interesses 
als eines der einfachsten Beispiele fur die Anwendung der 
BesseVschen Functionen, — Man fubrt hier nattlrlich Polarcoor- 
dinaten r, q> ein, damit die Begrenzung des Gebietes durch 



*) Fourier, Analytische Theorie der War me; deutach von Wein- 
stein (Berlin 1884}; Cap. VI. 
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Constantsetzen einer Coordinate {r = r) erhalten wird. Die 
partielle Di£Perentialgleichung Aw + i^w=0 geht dann fiber in 

(26) 37. + 7g7 + ;f9^. + A»« = 0. 

Man versucht nun, derselben und der Grenzbedingung 

hu -\- -^ =0 (bezw. u = 0), 

worin wir wieder h als Constante voraussetzen, durch Losungen 
u zu genQgen, welche Trodude aus einer Function R von r 
allein und einer Function von (p allein sind; es ergiebt 
sich dann fdr i2 die gewohnliche Differentialgleichung : 

und fur 0: 

-— -f. 1/80 = 0, 

wo V zunachst beliebig ist. — Man findet aus der letzteren 

Gleichung 

Oy = Av cos v(q) — q)v), 

wo mit q>v und ^y die Integrationsconstanten bezeichnet 
sind. Da nun die " Losung u eindeutig sein soil, so muss 
periodisch sein bei Vermehrung des Arguments g) um 23r, 
folglicb sind fiir v nar ganze Zahlen n zulassig, welche man ohne 
Beschrankung positiy annehmen kann. Dieses Resultat, dass 

CD 

u = ^AnRn{r) cos n{q> — 9„j 



zu setzen ist, hatte man auch durch die Erwagung ableiten 
konnen, dass sich die Losung u als periodische Function yon 
^) jedenfalls in eine Fourier' sche Beihe entwickeln lasst, deren 
Coefficienten dann (indem man gliedweise Differentiation als 
zulassig ansieht) der Gleichung (26') geniigende Functionen 
Yon r sind. — Die Functionen iJ„ miissen im ganzen Ge- 
biete eindeutig, endlich und stetig sein;- die diesen Bedin- 
gungen genugenden Integrale yon (26') sind aber die Besselr 
schen Functionen erster Art des Argummttes hr von der Ord/nung 
n = 0, 1, 2 . . .: 

Joilcr), JiQcr), J^Q^r) . . . Jn(kr) . . . 



88 Ueber die Gleicbung: Au -f ^'« «» 0. 

Die CosstaDten k, also die ausgezeichneten Werthe fur 
die Ereisflache bei der allgemeinen Grenzbedingong, sind die 
Wurzeln der transcendenten Gleicbungen 

hJn{Jc?) + kj;,(k?) = 0, (n = 0, 1, 2 . . . oo), 

und bilden eine doppelt unendliche Beihe, da jede dieser 
Gleiehungen unendlich viele reelle Wurzeln A;i,„, A;2,n..- besitzt. 
Demnach sind die ausgezeiehDeten Losungen der Differential- 
gleichung A w + i* t« »= fiir die Ereisflaelie von der Form 

A,n,nJn(km,nr) COS n{q) — 9?„). 

Da q)n willkiirlich bleibt, ist jedes i,„,n mit Ausnahme von 
^1,0; fe,o . . • ^w,o . . ein mindestens gweifacher ausgezeichneter 
Werth, welcher zu den beiden Normalfunctionen 

Jn(hn,nr) COS fig), Jn(km,nr) sin nq) 

gehort. Dass vorstehende Functionen richtig gewahlt, d. h. zu 
einander orthogonal sind, geht daraus hervor, dass 

» 

sin nq> coang)dq> = 



ist; eigentlich waren sie noch mit geeigneten Con^tanten zu 
multipliciren, damit, unserer Definition der NormalfuDctionen 
entsprechend, 

» 

Jnikm^nf) cos^ nq).rdrdg) 



J 



jj 



r 2n 



=" I f Jn(km,nr) Sin' w^ . rdvdq) = 1 



ware. Ob es hohere als zwei{a.che ausgezeichnete Werthe fc^„ 
geben kann^ lasst sich gegenwartig nicht sagen, da die 
Wurzeln der transcendenten Gleiehungen 

(27) hJn{z)+ ~J'„i0)^O 

noch zu wenig untersucht sind; jedenfalls sind bis jetzt unter 
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den Wurzeln der specielleren Grleichungen Jn{f^) = Tceine 
gleichen bekannt*). 

Dem zweifachen ausgezeichneten Werthe Tcm.n entsprechen 
als Knotmlinien (m — 1) concentrische Kreise von den Radian 

jp--r (wo i=l, 2...m — 1 ist) und n Durchmesser, welche 

Yon einander die gleichen Winkelabstdnde — (i == 1 , 2 . . . n) 

haben. Die Radien der Knotenkreise sind unter Voraussetzung 
der Grenzbedingung w = von Bourget far n = 0, 1, 2... 5 
und w = 1 , 2, ... 9 genaa berechnet worden (vgl. die 
unten citirte Abhandlung); Figuren, welche dieselben fQr die 
einfachsten Falle darstellen, hat Rayleigh in der Theorie des 
Schalles, I, p. 365 geliefert. — Um die entsprechende Be- 

rechnung bei der Grenzbedingung o- = oder der allge- 

meinen Aw + o— === durchzufiihren, waren die vorhandenen 
* en ' 

ausfuhrlichen Tabellen der Besserschen Functionen, z. B. die 

von Hansen**), zu benutzen. 

Die Veranderung, welche die Knotenlinien bei gegebenem 
T^m,n erleiden konnen, besteht, da nur q>n willkurlich ist, ein- 
fach in einer Drehung des ganzen Systems um den MiUelpunJct 

Die vollstandige Losung des Problems der Schwingungen 
einer kreisformigen Membran oder Luftplatte fiihrt auf die 
Entivickelung einer mllhUrlichen Function von zwei Variabeln 
Tj (p in die unendliche Doppelreihe 

OO 00 

(28) ^ ^ Am,nJn {K, n ^ COS n (^ — ^n) 

A: - 



*) Bourget behauptet in der wesentlich experimentelle Resultate 
enthaltenden AbhandluDg: „M^moire sur le mouvement vibratoire des 
membranes circulaires'* (Ann. de T^cole normale, III, 1866), dass nnter 
alien Wurzeln der Gleicliungen 

J^ (z) = 0, J", (z) == etc. 

keine zwei gleichen vorkommen kdnnten, giebt aber keinen Beweis 
dafur, sondern zeigt acbliesslicli nur, dass eine und dieselbe Gleichung 
*^nW ^ keine mehrfachen Wurzeln haben kann. 
**) Schriften der Stern warte Seeberg, 1843. 
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fur die Interyalle 0<r<r, 0<9<2;r, wobei die km^n 
die Wurzeln einer Gleichung von der Form (27) sind. Speciell 
ist hierin die bekannte Reihendarstellung 



oo 



(29) ^'" A„,nJn(]Cm,nr) 

1 

fur eine beliebige Function von r enthalten, bei welcher 
kjn^n all© Wurzeln einer und derselben Gleichung (27) mit 
constantem, iibrigens aber beliebigem n durchlauffc, und die 
Coefficientenbestimmung durch die Integrdleigenschaft 



r 



r » 



JnQcm,nr) Jn(ki,nr)rdr = (l^m) 
o' 

ermoglicht wird. Diese letztere folgt unmittelbar daraus, 
dass auch zwei Normalfunctionen mit gemeinsamem n die 
Orthogonalitatseigenscbaft besitzen^ d. h. dass die Gleichung 
besteht: 

Jn{kn,nr)Jn(k,nr) cos^ n(q) — q)n)rdrdq> = 0. 



Ist r unendlich gross, so bilden die ausgezeichneten Werthe 
k eine continuirliche Mannigfaltigkeit, die alle Werthe von 
Null bis (x> umfasst; denn es genugt dami ein unendlich 
kleiner Zuwachs von k, damit k.r von einer Wurzel der 
Gleichung (27) in die nachstgrossere libergeht. Die Reihe (29) 
wird dann zu der fur alle positiven Werte r giiltigen Inte- 
graldarstellung 

CD 

(29') fAn(k)Jn{kr)dk 



fur eine willkiirliche Function von r, die Doppelsumme zu 
der gemischten Darstellung 

(28') y} cos n (if — q>n) f An{k)Jn(kr)dk 

einer in der gauzen Ebene beliebig gegebenen Function. — 
Um die Normalfunctionen einea Kreisringgehietes zu bilden, 
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sind die allgemeinen Integrale der DiflFerentialgleichung (26') 
zu benutzen, also neben den Bessel'echen Functionen erster 
Art die BesseVschen Functionen zweiter Art Yn(kr\ das heisst 
diejenigen Integrale von (26'), welche fiir r=0 unendlich gross 
warden (YnQcr) wie r~'», l^(A;r) wie log kr)\ denn es ist jetzt 
kein Grund vorhanden, dieselben auszuschliessen (was beim 
VoUkreis geschehen muss; damit die Losung im Mittelpunkte 
endlich bleibt). Man braucht auch eine Integrationsconstante 
mehr, weil jetzt ewei Grenzbedingungen: 

\Bn{r^) + B'nir,) = 0, h^Rn{r,) — K(r^) == 

zu befriedigen sind. Es bedeuten r^, r^ die Radien des 
ausseren bezw. inneren Grenzkreises, \y h^ zwei gegebene 
positive Constanten. 

Die Normalfiinctionen haben also die Form 

M„,n = Bn COS n{q> — q)n) 

= {Ar„^nJn{kn,nr) + Bm,n Tn(kjr,^nr)} COS n(<p — (pn)] 

darin ist n aus demselben Grande wie beim Vollkreise eine 
ganze (positive) Zahl. Der Werth von Jcm,n und zugleich 
das Verhaltniss Am,n'Sm,n bestimmt sich aus den gerade 
erwahnten zwei transcendenten Gleichungen, und der abso- 
lute Werth von Am^n oder Bm,n aus der Gleichung 

ffu^,ndf'= II Oder fRJrdr = ^; 

dagegen bleibt auch hier 9„ willkUrlich. — Ftlr specielle 
Werthe von r^ und r^ giebt es iibrigens Normalfunctionen, 
in welchen Jceine BesseVsche Function zweiter Art vorJcommt] 
denn die Normalfunction Jn(ktn,n^) cos n(<ip — qPn) einer vollen 
Kreisflache bei der Randbedingung w = ist z. B. auch eine 
solche fur einen Kreisring, der von zwei Knoienkreisen der 
Function Jn(km,nr) begrenzt wird. — Die Entwickelung einer 
wilMrlichen Function von r und q) in die Doppelreihe 

(28") ^ ^rn { Am,nJn{km,nr)+Bm,n y«(i^„r) } COS w(9) — 9„), 

auf welche das Problem der ringformigen schwingenden Mem- 
bran fiihrt, scheint noch nicht naher untersucht worden zu sein. 
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Die Yolle Ereisflache nnd Kreisringflache sind Grenzfalle 
eines von jswei Badien find ewei concentrischen Kreisen be- 
grenzten FldchenstuckeSy welches im Folgenden kurz als Ring- 
sector bezeichnet werden moge. Versucht man, fur einen 
solcheu Bingsector, welcher von den Kreisen r = r^ und 
r «s r^, von den Radien 9)«s=0 und 9)-*y begrenzt sei, der 
partiellen Differentialgleichung Am + Ic^u «=» ebenfalls durch 
ausgezeiclinete Losungen von der Form i!(r).<t>(9) zu ge- 
niigen, so wird wieder 

=s= cos 1/(9 — 9)y) 

und It ein Integral der Differentialgleichung (26'); allein 
jetzt ist V im Allgemeineii Iceine ganze Zahl, sondern bestimmt 
sich neben q)^ aus den beiden Grenzbedingungen fur 9) = 

und q) = y, Lauten diese Grenzbedingungen Aw + rp = 

oder, was dasselbe ist, 

*i'^* + 7g^ = ^ ^^^ ^ = y' V** — 7^ = far9) = 0, 

so lassen sie sich durch Losungen Rv(r) <t>v(fp) offenbar nicM 
befriedigen, wenn A/ und h^' Constanten sind, sondern nur 
dann, wenn letzteres von r . A/ == A^ und r .h^' = \ gilt, 

also A/ und h^ proportional mit — sind. Man sieht leicht, 

dass Aehnliches allg&tnein beim Gebrauche krummliniger Co- 
ordriiaten fiir solche Begrenzungslinien oder Flachen gilt, 
welche einer Schaar nicht dquidistanter Curven (hier der Radien) 
oder Flachen angehoren, weil dann das Normalenelement dn 
auch von denjenigen Coordinaten abhangt, welche langs der 
betreffenden Begrenzungstheile nicht constant sind. Wir haben 
also folgenden Satz: 

Soil sich die Differentialgleichung At* + t^w = fiir Ge- 
Uete, der en Begrenmngscurven hezw. Flachen durch Constant- 
setzen irgendwelcher krummliniger Coordinaten gegeben sind, 
durch ausgezeichnete Losungen integriren lassen, die Frodficte 
aus Fundionen von je einer dieser Coordinaten sind, so muss 
das h der Grenzhedingung fur jedes Begrenzungsstuck eine ga/nz 
bestimmte Function der langs des letzteren varidbden Co- 
ordinaten sein. 
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Da es nun sehr unwahrscheinlich ist^ dass bei irgend 
welchen physikalischen Problemen, welche die Integration der 
Differentialgleiehung Au-\-k^n = fflr Gebiete der bezeich- 
neten Art erfordem, die Grosse h (also z. B. bei Warme- 
problemen das Yerhaltniss der ausseren zur inneren Leitungs- 
fahigkeit) gerade in jener speciellen Weise langs der Begrenzuug 
yariirt; so ist es wohl berechtigt, wenn wir uns in solchen 

Fallen auf die Grenzbedingungen w «= und ^ =0 heschrdnkeUy 

welche sowohl physikalisch die wichtigsten sind, als auch die 
Integration von Aw + Jc^u = durch Producte gestatten. — 
Nach dieser allgemeinen Bemerkung kehren wir zur Her- 
stellung der Normalfunctionen fur den Ringsector zuruck. 

Soil langs der Badien 9 = und 9 = y die Function 
u selbst verschwinden; so ist zu setzen: 

vWv = -TT und V = — , 
^2 y ' 

WO n eine (positive) ganze Zahl ist^ also 

^ • WW 

<Py = sm — op; 

soil dagegen o— = sein, so muss q)^ = gesetzt werden, 
wahrend v dieselben Werthe erbalt; es ist dann 

Or = COS — GP . 

y ^ 

Im letzteren Falle ist im Gegensatze zum ersten auch der 
Werth n = zulassig, welch em die von 9 und somit von 
der Grosse des Winkels y undbhdngigen Normalfunctionen 

entsprechen. In beiden Fallen sind die Functionen Ey fiir 
V > von der Form 

AyJvQcr) + A-^vJ^v(Jcr), 

wenn man mit J^ und e71_r die BesseFschen Functionen von der 

gebrochenen Ordnungszahl 4- 1/ = -j- — bezeichnet, welche 

durch dieselbe unendliche Potenzreihe, wie Jn, definirt werden 
konnen, namlich durch: 



i 
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^^^^ 2T(i; + l)l 2(21^+2) "^ 2.4. (2v+2)(2y + 4) J 

In dem vorKegenden Falle eines gebrochenen v erhalt man 
somit das im NuUpunkte unendlich gross werdende Integral 
von (26') einfach durch Vertanschung von v mit — v; dement- 
sprechend ist dasselbe oben auch mit J^y statt Y^ bezeichnet 
worden. — Die Bestimmung des Verhaltnisses Ay : A^y und 
der ausgezeichneten Werthe Tcm^y aus den Grenzbedingongen 
fiir r = r^ und r = r^ gestaltet sich genaa ebenso, wie beim 
Kreisringgebiet. Die ausgezeichneten Werthe sind hier im 
AUgemeinen alle einfach^ die Knotenlinien sind concentrische 
Kreise und Badiefiy welcbe letzteren mit einander die gleichen 

WinJcel — einschliessen. Ist der Winkel y klein und r^ : r^ nicht 

sehr von 1 verschieden, so bietet demnach das Knotenlinien- 
system ungefahr denselben Anblick dar^ wie beim Eechteck, 
welches letztere ja auch geradezu als ein Grenzfall des Ring- 
sectors angesehen werden kann. 

Dass die Anzahl der Radieny welche Knotenlinien sind, 

n — 1 betragt, wenn v = — ist, erkennt man ohne Weiteres, 

und dass bei constantem v die Anzahl der Knotenkreise 
0, 1, 2... m — 1... ist, wenn man fiir k der Reihe nach 
die erste (kleinste), zweite . . . w*® . . . Wurzel der durch die 
Grenzbedingungen fiir r = rj und r = r2 gelieferten trans- 
scendenten Gleichung setzt, kann daraus geschlossen werden, 
dass die DiflFerentialgleichung (26'), deren Integral 

AyJy(km,vr) + A-.yJ-y(km,^yr) 

ist, eine specielle Sturm'sche DiflFerentialgleichung ist. In der 
That ist, wenn man (26') in die Form setzt: 

.4('f) + (*''-T)«=o. 

sowohl die friiher mit a^ bezeichnete Grosse, als der Factor 
von k^R (d. i. das friihere a^) im ganzen Intervall der Va- 
riabeln r positiv, und somit sind die Sturm*schen Satze an- 
wendbar. — Wir kennen jetzt also eine doppelt unendliche 
Reihe von Normalfunctionen des Ringsectors, deren Knoten- 
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linien 0, 1, 2 . . . oo Radien und 0, 1, 2 . . . oo Ereise (in 
alien moglichen Gombinationen jeuer Zahlen) sind^ aber wir 
wissen noch nicht^ ob dieselbe auch alle NprmalfunctioneB 
des Bingsectors euthalt, weil die Entwickelbarkeit einer 
willkurlicheu Function von r und g) nach Besserschen Func- 

tionen von gebrochener Ordnung v, multiplicirt mit 1/9?, 

bisher nicht mathematisch behandelt ist; es konnte ja ausser- 
dem Normalfunctionen geben, welche mcA^Producte R(r).<i>((p) 
sind. Die VoUstandigkeit des von uns gewonnenen Systems 
schliessen wir nun aber aus der soeben besprochenen Be- 
schaflfenheit der Enotenlinien auf Grund der Hypothese, dass 
sich die ausgezeichneten Werthe von 4* und im AUgemeinen 
auch die Knotenlinien bei stetiger Aenderuug der Begrenzung 
nnd Beibehaltung der Grenzbedingungen ebenfalls stetig dndern. 
Hiemach werden also^ wenn man den Ringsector in ein 
Bechteck ubergehen lasst, die w — 1 Radien in w — 1 Paral- 
lele zu dessen einer Seite, die m — 1 Knotenkreise in eben 
so viele Parallele zur anderen Seite ubergehen; fiir das 
Rechteck ist aber bekannt^ dass die durch diese Enotenlinien 
bei alien moglichen Gombinationen von m und n charakte- 
risirten Normalfunctionen die sdmmtlichen moglichen sind, und 
da bei dem stetigen Uebergange keine Norm alf unction ver- 
loren gehen oder gevronnen werden kann, so folgt hieraus 
die VoUstandigkeit unseres Systems auch f&r den Ring- 
sector. — Bine unstetige Aenderung der Enotenlinien wdrde 
allerdings eintreten konnen, sobald zwei ausgezeichnete 
Werthe einander gleich wii^den; allein der Uebergang lasst 
sich ohne Zweifel immer so ausftthren, dass dies vermieden 
wiri — Das im Vorhergehenden benutzte Continuitdtsprincip 
wurde von F. Klein in seiner Vorlesung „ fiber partielle 
Differentialgleichungen der Physik" (Sommer 1889) in der 
allgemeinen Fassung ausgesprochen: 

Wenn ein mechanisches System stetig gedndert toird, so 
dndert sich hierbeijede Wurzel k^ der determinirenden Gleichung*) 

*) Diese Wnrzeln sind bei Systemen von nnendlich vielen Graden 
der Preiheit eben diejenigen Werthe A;*, welche wir ausgezeichnete nennen. 



J 
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ehenfalls stetig, utid wenn man man nur etwaige vielfache Wurzeln 
mit der richtigen MuUiplicitdt eahlt, so geht bei der Aeiiderung 
keine jener Wurzeln verloren und es wird keine dabei gewonnen. 

Wenn y ein aliquoier Theil von % ist, so werden die 
sammtlichen v ganze Zahlen, und man erhalt specielle Falle 
der Normalfunctionen des Kreisringes, was auch unmittelbar 
daraus hervorgeht, dass dann die den Ringsector begrenzen- 
den Radien Knotenlinien des vollen Ringes sind^ und dass 
man Knotenlinien jederzeit durch feste Begrenzungen ersetzen 
kann^ ohne den Schwingungszustand zu andern. 

Dm die voUstandigen Normalfunctionen des Ringes als 
Grenzfall des Ringsectors abzuleiten^ hat man ^ = 2^ zu 
setzen und an die Stelle der Grenzbedingung e^ = oder 

^ = bei 9? == und 9 = 23r die Bedingung der Perio- 

dicitdt treten zu lassen, um namlich den Zusammenhang des 
Ringes durch Verschmelzung der urspranglichen geradlinigen 
Grenzen herstellen zu konnen. Uebrigens sind die Normal- 
functionen des Kreisringes identisch mit der Gesammtbeit 
deijenigen Normalfunctionen eines Ringsectors vom Winkel n, 
welche man erhalt , wenn man langs beider begrenzenden 

Radien erstens u = 0. zweitens k— = vorschreibt; denn 

' on ' 

man kann offenbar jede Normalfunction des Kreisringes in 
zwei Theile zerlegen, welche in Bezug auf ein en und den- 
selben beliebig gewahlten Durchmesser antisjmmetrisch 
bezw. symmetrisch sind. — Zum VoUkreis endlich gelangt 
man, wenn man r2=0 werden lasst und nicht mehr fordert, dass 

bei diesem GrenzUbergange Ihu — -k-j _ =0 bleibt, son- 

dern dass der NuUpunkt schliesslich kein singuldrer Punkt 
wird, d. h. dass u in demselben endlich und nebst seinen 
ersten Derivirten stetig ist. 

Die Grenzbedingung der Periodicitat hat librigens auch 
im Falle eines beliebigen gebrochenen v eine anschauliche 
Bedeutung. Denn man kann sich, ohne dass die DifiFe- 
rentialgleichung und ihre ausgezeichneten Losungen eine 
Aenderung erleiden, den Ringsector auf einen Kegdmantel 
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so aufgewickelt denken^ dass die Radien in die gerad- 
lioigen Erzeugenden des Kegels fallen. W'ahlt man nun 
die Oeffnung des Kegels (den wir uns als Ereiskegel vor- 
stellen woUen, obwohl dies nicht gerade nothwendig ist) 
von geeigneter Grosse, so kommen die Rander q> = und 
9 = y zur Deckung, und wenn man ftir dieselben jetzt 
die Bedingung der Periodicitat von u (oder von O) vor- 
schreibt, so erhalt man die Normalfunctionen .einer Kegeleone 
in der Form 

[AvJvQcr) + -4_re7Ly(ftr)}cos 1/(9 — 9^), 

o j^ ,__ ^^ 

WO v = und opy willkiirlich ist. Dieselben wiirden.z. B. 

y ^ 

die freien Schwingungsarten einer dunnen Luftschicht von 
der Gestalt einer Kegelzone darstellen. Da immer auch der 
Werth n = zulassig ist, so sind die durch 

AJo(*m,or) + B^Y^ikm^or) 
dargestellten Schwingungsformen, bei welchen die Bewegung 
ausschliesslich Idngs der Erzefigenden des Kegels stattfindet, 
und die ihnen entsprechenden Tonhohen ganz unabhcingig 
von der Oeffnung des Kegels. 

Besonders einfach und interessant sind, wie Rayleigh*) 
hervorgehoben hat, die Normalfunctionen derjenigen Sectoren, 
fiir welche y ein aliquoter Theil von 23r, aber nicht von tc 
ist. Es genugt hier, den Pall y = 23t zu betrachten, weil 
er alle die anderen umfasst; das Gebiet ist dann ein Idngs 
eines Radius g> = aufgeschnittener Kreisring oder VoUkreis. 
{Bayleigh beschrankt sich auf letzteren.) Die Normalfunc- 
tionen sind von der Form: 



I 2 2 2 2 J 2 

wobei 0^ je nach der fiir 9 = gestellten Grenzbedingung 



2 



= sin - 9 oder cos — 9 ist. Da die geraden Werthe von n 
nichts Neues liefem, haben wir jetzt die ungeraden zu be- 



*) 1. c. I. p. 367—369. 
Fockels, Differentialgleichang. 
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trachien und woUen daher n -|~ ^ statt n schreiben, urn jetzt 
dem neueu n alle ganzzahligen Werthe beilegen zu koimen. 
Die Functionen 

J ,(ir) und J ,(ir) 

■ 

zeichnen sich nun vor alien anderen BesseFschen Functionen 
dadurch aus, dass sie sich durch eine endliche Anzahl van 
Gliedem darstdlen lassen, die keine hoheren Transcendenten 
als trigonometrische Functionen enthalten. Dies folgt daraus, 
dass die bekannte halbconvergente Reihe fiir Jv{q)' 

' f w^l iTsT" 1.2.3.(8^)'' 

+ ..-}8in((> — J — 1/|), 

in welcher die Summe der N ersten Glieder sich von Jv{q) 
stets urn weniger als den Betrag des letzten einbegriffenen 
{N^ Gliedes unterscheidet^ mit einer endlichen Anzahl von 
Gliedern cibbricht, falls 2v eine ungerade (positive oder nega- 
tive) ganjse Zahl ist Setzt man also i^ = n -|- i; so ergiebt 
sich far eT" J der genaue Ausdruck 

T {n\ = lA/l n(n+l).[n(n+l)- 1.2] 

. n(n+l)[n(n+l)— 1.2][n(n+l)— 2.3].[n(n-fl) — 3.4] 
"*" 1.2.3.4(2^)* 

) Vp 

(H+ !)[»(«+ 1) - 1 .2][n(H+l) — 2 .3] 



(30) 



+i/i{n'*:^^^- 






Vertauscht man n mit — n — 1, so audern sich die Reihen 
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innerhalb der geschweifteu Klammern gar nicht nnd man 

erhalt: 



(30a). 



J_^_^(p) = }4.(-1)-{1--} 



COB 



(nn\ 



Vn 



-y!(-^H 



n(n + l) 



■••I 



(nn\ 



2p J yp 

Die durch diese endlichen Reihen definirten Functioneu sollen, 
obscbon sie sich nur aus trigonometrischen Functionen und 
Potenzen von q zusammeusetzen, doch auch weiterhin als 
BesseVsche Functionen von der Ordnung + (n + ^) bezeichnet 
werden; sie spielen aucb bei der Integration der DiflFerential- 
gleichung Aw + k^u = im Raume von drei Dimensionen 
eine hervorragende Rolle. Die einfacbsten von ihnen sind: 






(30b) 



2 



"^2 



COBp 






v« 



2 



'^ M)=Vh(^'-y+^- 



2 



Binp 
9 



cos Q 



)• 



Pfir einen langs eines Radius aufgescbnittenen VoUkreis 
mit der Grenzbedingung u = langs der Peripherie r = r 
und langs der Schnittlinie q) = 0, also z. B. fiir eine Mem- 
^an mit einem befestigten BadittSy sind demnack die Normal- 
functionen mit der geringsten Zahl (0 bezw. 2) radialer 
Knotenlinien : 



4 BmJcr . ^ , A 

A —,=r- sin ^ op und —^ 

Ykr ^ ^ yk 



'Bin kr 



— I -J cos kr) sm * op 

7* 
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Die ausgezeichneten Werthe von Jc fi&r die erste Reihe sind 

= -=- (w = 1, 2, 3 . . .), die entsprechenden EnotenliDien 

daher Ereise^ welche den Radius in ngUiche Abschnitte theilen; 
die zu den Normalfunetionen von der zweiten angegebenen 
Form gehorenden Werthe Jc sind die Wurzeln der auch sonst 
haufig Yorkommenden transcendenten Gleichung 

tg Jcr = Jcr, 

Yon welchen die sechs ersten z. B. bei Rayleigh*) angegeben 

sind. — Die Bedingung ^ «» filr qp = hat Geltung bei 

den Schwingungen einer Jcreisformigen LtiftplcUte mit einer 
festen Scheidewand Idngs des Raditis tp = 0**); die Normal- 
funetionen sind dann An J i(^0 ^^s-^- 

Nach dem am Schlusse des Yorigen Paragraphen Gesagten 
bedarf es keiner naheren Erorterung^ wie man mit Hillfe der 
Normalfunetionen des Ereises^ Ereissectors etc. diejenigen 
eines geraden Kreiscylinders, CylinderaussckniUes etc. durch ' 
Multiplication der ersteren mit einer trigouometrischen Func- 
tion Yon IS erhalt; es sei nur daran eriunert, dass gerade 
die Normalfunetionen des Ereiscylinders eine herYorragende 
physikalische Bedeutung haben, so namentlich fiir Luftschwin- 
gungen in Rohren, auch fiir Schwingungen cylindrischer 
elastischer Eorper, sowie fiir die nicht stationare Warme- 
stromung in Cylindern. 

b. Kugeloherfldche iezw. von je zwei Meridianen und Parallel- 
kreisen begrenzte Gebiete auf derselben. 

Die bisher behandelten ebenen Gebiete mit Yier Be- 
grenzungslinien konnen als Grenzfalle solcher krummliniger 
Vierecke auf einer Kugelfldche aufgefasst werden, deren Be- 
grenmng von StUcken zweier Breitenkreise und zweier Meri- 
diane gebildet wird. Lasst man den Radius der Eugel unend- 
lich gross werden und betrachtet dabei ein solches Viereck 

*) 1. c. I, p. 369. 
*♦) Cf. Bayleigh, 1. c. II, p. 347—48. 
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unendlich nahe am Pole, so geht dasselbe in ein ebenes Ge- 
biet Yon der Art, wie es oben als Ringsector bezeicbnet 
wurde, uber; liegt das beim Grenziibergang auf der Eugel 
betrachtete Viereck aber in endlicher Entfernung vom Pole, 
so wird es zu einem gewohnlichen Bechteck. — 

Wir wollen uns nun mit den Normalfunctionen*) der 
bezeichneten spharischen Curvenvierecke besehaftigen, welche 
sich physikalisch durch die Eigenschmngungen einer homogenen 
diinnm LuftschicM von jener Gestalt veranschaulichen lassen 
und nachstehender Differentialgleichung geniigen: 

man erhalt dieselbe, wenn man u in der in Polarcoordinaten 
r, O", (p transformirten Gleichung t^u -f- Aj^m = als von r 
undbhdngig annimmt und r constant, z. B. = 1 setzt. 

Fiihrt man die rechtmnkligen Coordinaten ^, ri in der 
Aeqmtorebene ein, auf welche die Kugelflache mit dem Radius 
1 vom Pole %^ = % aus stereographisch projicirt sei, so ist 

^ sin ^ cos qp sin ^ sin qp 

' 1 + cos ^ ' ^ 1 + cos -a* ' 

und es geht die vorstehende DiflFerential gleichung in 
M'\ ^y A-^—A *^- u — 

iiber, weil das lineare Vergrosserungsverhaltniss bei der durch 
die stereographische Projection hergestellten conformen Ab- 

bildung "* "* ^ ist**). Das zu betracbtende spharische 

Viereck wird in der EH-Ebene auf einen Ringsector abgebildet. 

*) Wenn schlechthin von den „Normalfunctionen eines Gebietea" 
die Bede ist, so sollen darnnter immer die (by. specialisirten) ansge- 
zeicbneten LSsungen der Differentialgleichung Au '^- k*u = mit 
constantem Factor von u oder derjenigen Differentidlgleichtmg , welche 
fiwn aus dieser durch Einfuhrung krvmmliniger Coordinaten erhalt, 
verstanden sein, also diejenigen Functionen, welche z, B. den Eigen- 
scbwiogungen einer homogenen, gleichformig gespannten Membran oder 
^iner homogenen Lnftmasse (bezw. Luftschicht von constanter Dicke) 
von der gegebenen Gestalt entsprechen. 

**) Cf. I, (Vorkommen der Differentialgleichung), B; § 4. S. 28—30. 
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Man konnte daher statt der ausgezeichneten Losungen von 
(31) fiir jeues spharische Viereck diejenigen yod 



A« + (mW**« = ^ 



fur den Ringsector untersuchen. 

Die der DiflFerentialgleiehung (31) genligenden Functionen 
sind die sog. KugelfladienfuncHonen {surface spherical harmo- 
nics) im allgemeinsten Sinnc] multiplicirt man sie mit r'*, wo 

ft = — ^ + iV^ "i" 4ifc^ ist, so erhalt man homogene Func- 
tionen /ti*®° Grades von a?, y, z, welche der Differentialgleichung 
des Potentials im Baume von drei Dimensionen geniigen: die 
allgemeinsten ra/umlichen Kugelfunctionen ^(solid sjperical har- 
monics). Man sieht demnach, in wie engem Zusammenlxange 
gerade die gegenwartige Untersuchung mit der Potential- 
theorie steht, worauf iibrigens ja schon in § 1. e und ins- 
besondere in § 5 des I. Theiles hingewiesen wurde. 

Um die Normalfunctionen fur das von den Meridianen 
<p = 0, q) = y und den Breitenkreisen -O- = -O*!, -O- = -D-g be- 
grenzte spharische Viereck zu finden, setze man in (31) 

„ = e(*)".<t)(9); 

dann ergiebt sich 

worin v eine vorlaufig willkiirliche Constante bezeichnet. 
Folglich ist zunachst wieder 

Or = cos v(q> — (p^) , 

gerade wie bei dem im Abschnitte a. dieses Paragraphen be- 
handelten Probleme. 

Das vollstandige Integral der DiflFerentialgleiehung fiir 
ist von der Form 

= ^^,rn^,,(^) + ^^,_,n^,«,(^). 

worin die Function TT^,r durch folgende nach Potenzen von 
sin -d- = 9 fortschreitende Beihe definirt ist: 
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' 2(2v + 2) 4(2v + 4) 9 "T ••! 

oder, wenn man h^ = f*(ft + 1) setzt, 
li/^,vW=P j 1 + —2(2 hF2) ^ 

•" 2.4.(2v + 2)(2fr + 4) ^ -r-'j )' 

Diese Reihe hat grosse Aehnlichkeit mit der Potenz- 
reihe fur t7y(p); man erhalt aucli; ebenso wie e71_v aus eT+v, 
die Function n^,,—y aus TT^/,+v durch einfache Vertauschung 
von V mit — v, falls v keine ganze Zahl ist. Die willkiir- 
lichen Gonstanten v, ft, A^t^^ : -4^,— ^ sind so zu bestimmen, 
dass die Grenzbedingungen befriedigt werden. Diese Be- 
stimmung ist genau ebenso durchzuftiliren, wie beim Ring- 
sector in der Ebene; die Normalfunctionen sind also von 
der Form 

(32) { J^.,n,.,W + ^^._,n^._,(^)} ^^ (nf<p), 

(n = 0, 1, 2 . . . oo) , 

wobei A/j^v : A^^-^v und fi, also auch die ausgezeichneten 
Werthe it^.r, aus den transcendenten Gleichungen 

ZU berechnen sind. Wenn man, entsprechend der obigen 
Definition, die Functionen (32) als aUgemeine Kugelfldchen- 
funcHanen bezeichnet, so wurde die Zahl ft deren Grad an- 
geben. -Die hier vorliegenden Engelfunetionen von gebrochenem 
Grade hat wohl zuerst W. Thomson eingefiihrt**). 

Selbstverstandlich sind die zu obigen Normalfunctionen 
gehorigen „Knotenlinien" Breitenkreise und Meridianey welche 

letzteren von einander die gleichen Winkelabstande — haben. 



•) Cf. Bayleigh, 1. c. II, p. 339, wo «, n, ft, v statt der hier ge- 
brauchten y, /li, Ic, q stehen. 

**) Thomson and Tait, Nataral Philosophy, Appendix B\ 1867. 
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Dabei ist jede Normalfanction d'urch eine bestimmte Anzahl 
von Breitenkreisen (m — 1, wenn fi der Grosse nach die 
m^ Wurzel der obigen transcendenteu GleichuDgen ist) und 

von Meridianen (n — 1, wenn i/ = — ist) charakterisirt, und 

es kommen, wenn man die Gesammtheit aller Normalfunctionen 
betrachtet, gerade alle Combinationen von m = 0, 1, 2...oo 
und w ==? 0, 1 , 2 . . . c» vor. Fur n sieht man dies sofort, 
far m folgt es daraus, dass auf die Integrale der Diflferential- 
gleichung, welcher Qv genugt, und welche man schreiben kanii 



dz 



(i-^*)|f} + {^^-r'^*)e^o, (. = cos^), 



die Sturm'schen Schlusse anwendbar sind^ wenn man v als 
constant und k^ oder, was dasselbe ist^ fi als variabel be- 
trachtet und die den Polen entsprechenden Werthe jgjr= + 1 
ausschliesst. 

Die VollstandigkeU des gewonnenen Systems von Nor- 
malfunctionen wiirde durch eine analoge Betrachtung zu er- 
schliessen seiu^ wie beim ebenen Bingsector; man wUrde das 
spharische Yiereck dabei am zweckmassigsten in einen Kugel- 
octanten fibergehen lassen (K.)^ dessen Normalfunctionen 
voUstandig bekannt sind und als Knotenlinien ebenfalls je 
m — 1 Parallelkreise und n — 1 Meridiaue besitzen (vergl. 
§ 9 dieses Theiles). 

Mehrfache ausgezeichnete Werthe werden, nach Analogic 
des Bechtecks zu schliessen, fur ein von Parallelkreisen und 
Meridianen begrenztes spharisches Viereck nur bei speciellen 
Verhaltnissen der Bogen d'^ O-g und y existiren. 

Ist das Gebiet eine KugelzonCy also y = 23r und die 
fiir qp = oder = 23t zu erfiillende Bedingung die der 
Feriodicitdt von 0, so werden, genau wie beim Kreisringe, 
alle ausgezeichneten Werthe, ausser den zu i/ = (n = 0) 
gehorenden, zweifach. Da dann v die ganzmhligen Werthe 
n annimmt, ist TT^,_r nicht mehr durch dieselbe Beihe defi- 
nirbar, wie TT^.+i/. Man kann aber die vollstandige Losung 
durch die (ebenfalls bei Rayleigh angegebenen) nach Potenzen 
von cos d" s^ fortschreitenden Beihen darstellen : 
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.4(1-^*)* 



1 I (" - >^) (" + ft + 1) „ii 



, (>-ft)(y+ft+t)(^'-ft+2)(>4-ft+ 8).« I .[ 



1 



Enthalt das Gebiet den eioen Pol (-9" = 0) in sich, ist 
es also eine Kugelcalottey so sind die Normalfunctionen: 

Af,^n n^.nW . cos n{tp — 9„) , 

wobei ft eine Wurzel der transcendenten Gleichung ist: 

Hier, wie anch bei der Kugelzone, muss jedocli die be- 
schrankende VoraussetzuDg gemacht werden, dass %'^ < - 

ist, weil fiir (> = 1 die Reihe flir TT nicht mehr convergirt; 

man mtisste also im Falle ^i> -^ eine andere Form der 

Losung benutzen. Die obigen Reihen nach Potenzen von 
z wareD wohl brauchbar fiir eine den Aequator umfassende 
Zone, aber nicht fiir eine Calotte, weil sie in den Polen 
(^ •= i 1) divergiren*). 

Endlich gelangen wir, indem wir ^^=^% werden lass^n 
und jetzt statt der fruheren Grenzbedingungen nur Eindeu- 
tigkeit, Endlichkeit und StetigJceit der Losungen von (31) for- 
dern, zum Falle der vollen Kugelflache, welcher mathematisch 
das grosste Interesse bietet. — In W. Thomson^s schon er- 
wahntem Appendix B, sowie in Bayleighs „Theorie des Schalles" 
(II, p. 329 S.) wird gezeigt, dass die auf voriger Seite an- 
gefuhrte Reihe nach Potenzen von z in den Polen, d. h. fUr 

*) Ueber die verschiedenen moglichen Reihendarstellungen der 
Kogelfanctionen vergl. R. Olbricht, Studien fiber die Kugel- und Cylinder- 
fonctionen, Leipziger Dissertation 1887, worin auch der Yerlauf der 
gewQhnliclien Eagel- und BesseFschen Functionen erster und zweiter 
Art im Reellen anscbaulich discutirt wird. — Im Uebrigen findet sich 
die anafahrlichste Darstellung der Theorie der Eugelfunctionen selbst- 
versl^ndlicb in Heine's „Handbuch der Kngelfanctionen'*, 2. Aufl., 
Berlin, 1878. 
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j8? = + 1, nur dann noch convergirt, wenn /x — v eine ganze 
positive Zahl und ausserdem A ==^0 ist, falls diese Zahl 
ungeradc; und J? «=» 0, falls sie gerade ist. Da nun aus dem- 
selben Grunde, wie schon bei der Eugelzone, v eine ganze 
Zahl sein muss/ so folgt, dass fur die voile Kugelfldche auck 
fi, d. h der Grad der Kugelfundionen, nothwendig eine positive 
ganze Zahl (> v) ist Dasselbe Resultat hat F. Klein in 
seiner Vorlesuug uber partielle Dififerentialgleichungen der 
Physik durch folgende Betrachtung abgeleitet. Jede Losung 
von (31); worin W = fi(fi + 1) gesetzt sei, giebt mit r'* mul- 
tiplicirt eine der Gleichung A F = im Raume von drei 
Dimensionen genugende Function ^ also ein Newton'sches 
Potential^ ist der Bereich, ftir welchen (31) zu integriren ist, 
die voile Eugelflache, so erhalt man also ein Potential fiir 
deren gauzen Innenraum. Soil nun die Losung von (31) auf 
der ganzen Eugelflache endlich und stetig sein, so mass 
dasselbe von jenem Potential gelten. Dasselbe lasst sich 
daher nach Potenzen von x, y, z mit ganzen positiven Ex- 
ponenten entwickeln; da es aber r nur in dem Factor r^ 
enthalt; so konnen in dieser Entwickelung keine anderen Ex- 
ponenten, als solche, deren Summe = /x ist, vorkommen; 
fqlglich muss ^ eine ganze positive Zahl sein. Das erwabnte 
Potential ist dann eine raumliche Kugelfunction im engeren 
Sinne. 

Die Grossen ^, welche bisher die Wurzeln einer trans- 
cendenten Gleichung waren, und damit die ausgezeichneten 
Werthe Aj^ == fi(fi + 1), bestimmen sich also fur die voile 
Kugelflache allein aus den StetigJceitshedingungen. Um daran 
zu erinnern, dass /x und v jetzt positive ganze Zahlen sind 
(0 inclusive), soil dafSr von nun an m und n gesetzt 
werden. 

Die ausgezeichneten Losungen der Differentialgleichung 
(31) fQr die voile Kugelflache sind identisch mit den Kugel- 
flachenfunctionen im engeren Sinne, die gewohnlich schlecht- 
weg Kugelfunctionen, auch Laplace'sche Functionen, und von 
den Englandern yyComplete surface spherical harmonics^' genannt 
werden; denn dieselben werden gewohnlich deiinirt als die auf 



sin & dO" 
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der ganzen Kugelflache endlichen^ stetigen, eiiideutigen Lo- 
suDgeu der partiellen Differentialgleichung 

(sin * fl) + s^^ 1^. + »»(»» + 1)« = 0. 

In dem Ausdruck (32) ist dabei ^/<,— v = zu setzen, 
wahrend Tlu^v in die gewohnlich mit Pro,»(cos 0-) bezeichnete 
und „mgeordn€te Kugelftinction^^ des Argumentes cos d" = 
genannte Function iibergeht. Dieselbe wird am einfachsten 
definirt durch die Gleicbung: 



n 



p,«,n(^) = c;(i -;.«)' f^M\ 

und Pm = Pm,o durch: 

rm^s) — Co — — 

Pm ist eine ganze rationale Function w*®** Grades von cos <&•, 
Pm,n eine solche (m — w)*®° Grades multiplicirt mit sin^-d". 
Die Normalfundionen der voUen Kugelflache sind also (ab- 
gesehen von eventuell hinzuzufiigenden constanten Factoren) 
von der Form: 

Pm,n (cos d") COS W^, Pm,n (cOS d) sin Wy, 

wobei m alle ganzzahligen Werthe von bis -^ oo, n jedes- 
mal diejenigen, welche ^m sind, zu durchlaufen hat; fiir 
m =: n = erhalt man eine Constante. 

Wie man sieht, gehoren zu einem und demselben Werthe m 
2m + 1 verschiedene Normalfunctionen (die Kugelflachenfunction 
fn^ Grades enthalt ebensoviele willkGrliche Constanten); so- 
mit ist hier der (m + 1)*® ausgezeichnete Werth 

Jc^ = m{m + 1) 

em (2m + lyfcuiher, und die Auswahl der zu ihm gehoren- 
den Normalfunctionen ist auf m(2m + l)-fach unendlich viele 
Weisen moglich. Dass die oben angegebenen, zu demselben 
i* oder m gehorigen Kugelflachenfunctionen richtig ausgewahlt, 
d. h. je zwei von ihnen zu einander orthogonal sind, folgt 
aus dem Verschwinden der Integrale 
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in in 

I COS flip COS nq> dq) , f sin ntp sin ntp dtp 



und 





fiir w < n' 



2/r 



I C08 nq) 8m nq> dq) fiir n ;^ w'. 



Die erwahnte Multiplicitat der Wurzeln der determini- 
renden Gleichung (d. h. der ausgezeichneten Werthe k^) fur 
die voile Kugelflache bedingt eine ausserordentlich grosse 
Mannigfaltigkeit der moglichen Knotenlinien, namentlich der 
zu grossen Werthen von m gehorigen. Man wiirde daher, 
indem man beliebige Aggregate von Eugelflachenfunctionen 
gleichen Grades bildete und ihre NulUinien aufsuchte, sehr 
verschieden berandete spharische Bereiche finden, fiir welche 
man dann wenigstens die erste, das Vorzeichen nicht wech- 
selnde Normalfunction kennen wiirde. Auf eine besondere 
Art der Auswahl der ausgezeichneten Losungen, durch welche 
gewisse grosste Kreise Knotenlinien werden, kommen wir 
im § 9 zuriick. — Die Knotenlinien des oben gewahlten 
Systems zu Jc^ = m{m + 1) gehoriger Normalfunctionen sind 
ParallelJcreise und Meridiane, deren Anzahl zusammen stets 
= m ist; die Function Pm,n{<^08 d) verschwindet namlich 
fiir w — n Werthe von &, d. h. auf m — n Breitenkreisen, 
und der Factor sin nq) oder cos nq) natiirlich auf n sich 
unter gleichen Winkeln in den Polen schneidenden Meridianen. 
Die englischen Physiker nennen nach dem Aussehen des 
Knotenliniensy stems die Eugelflachenfunctionen: tesseral har- 
monics, wenn w > und m — w > ist, eonal harmonics^ 
wenn w = 0, und sectorial harmonics, wenn m — w = 0, n 
aber > ist. Figuren der Knotenkreise fiir einige der ein- 
fachsten Falle finden sich in Maxwell's „Elektricitat und 
Magnetismus" (1873, 1. Band). 

Das Princip von S. 63, angewendet auf die Schwingungen 
einer geschlossenen kugelformigen Luftschicht, fiihrt auf die 
Entwickelung einer auf der Kugelflache (d. h. fiir < 9 < 2;r 



Von den ausgezeichneten Ldsnngen. § 7. 109 

und <'9'<;r) gegebenen willkiirlichen aber stetigen Function 
nach den Kiigdfldchenfunctionen im engeren Sinne^ da man 
nach deni Yorhergebenden weisS; dass letztere ein vollstdndiges 
System von Normalfanctionen der Eugelflache bilden. Im 
Yorliegenden Falle ist diese aus der physikalischen Evidenz 
erschlossene Entwickelbarkeit bekanntlich auch mathematisch 
strong bewiesen*). 

c. Vollkugel, Kugelschale und Sector en derseJben, 

Die im Vorhergehenden ffir sphariscbe Vierecke, die von 
je zwei Parallelkreisen und Meridianen begrenzt sind, gewon- 
nenen Resultate ermoglichen die Auffindung der Normal- 
functionen fiir solche raumliche Bereiche, welche von zwei 
concentrischen Kugelfldchen von den Badien r^, r^ und je zwei 
Botationskegeln und Meridianebenen, die aus den Kugelfldchen 
Chirvenvierecke der eben heeeichneten Art ausschneideny begrenzt 
mrden. 

Die Differentialgleichung Aw -|- A;*m = nimmt durch 
Einfiihrung von Polarcoordinaten r, -S*, q> die Form an : 

(33\ r« sin ^ la? V ^^° ^dV/'^d^ V^^ ^d^)'^ Bin » d^^l 
Setzt man hierin u = R(r) • ¥('&•, (p), so zerfallt sie in : 

(d3b) -^—^ 5-5: (sin -9' ^ + -^-f-^ 77— j + A; * V = 0, 

worin h'^ eine vorlaufig willkiirliche Constanta bezeichnet. 

Die Gleichung (33 b) bat genau die Form der unter b. 
behandelten Gleicbung (31), und da auch das Gebiet, ffir 
welches ihre ausgezeichneten Losungen zu finden sind^ nach 
der obigen Yoraussetzung dasselbe ist, wie dort, so finden 
die Losungen (32) bier fflr V unmittelbar Anwendung. Die 



*) Yergl. die Abhandlungen yon Dini, Annali di Matematica para 
ed applicata (2) VI p. 112 — 140, 208 — 225, 1874, und Brum, Crelle's 
Journal 90, p. 322—28, 1881. 
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Werthe von ft = — i i iVl + ^^'^ ^^^ ^^^ ^ ^^^^ ^'^ 
Wurzeln gewisser aus den Grenzbedingungen folgender 
transcendenter Gleichungen; es ist hervorzuheben; dass man 
eine und dieselbe L5suDg erhalt, gleichviel ob man bei ^i das 
obere oder untere Vorzeichen wahlt, da die Vertausehung 
von II mit — (ft + 1) nichts andert. 

Was nun die Gleichung (33 a) betriflft, in welcher fortan 
ebenfalls Jc'^ = ft(|x + 1) gesetzt werde, so kann man sie 
schreiben : 

Andererseits lasst sich die Dififerentialgleichung der Bessel- 
schen Fv/nctionen vom Grade + »»: 

-d^ + 7 ~^ " + l^ ~ T^i *'"'(<') = ^ 

auf die Form bringen*) 

f<W-0 I (2m-l)(2tn + l) 1 /- j 

darans folgt^ dass das voUstandige Integral von (33a) ist: 

Das Product dieser Function iJ^ mit den Functionen (32) 
stellt die Normalfunctionen des betrachteten Raumgebietes 
dar, sofern man das Verhaltniss C/ : C^i und den Werth von h 
aus den transcendenten Gleichungen bestimmt hat: 

KM^i) + *^/(^i) = , KR^(r^) — lcB;(r,) = 0, 

worin der obere Index an E die Differentiation nach Jcr an- 
deutet und W h^ zwei gegebene (positive) Constanten sind. 
Da fur diese Wurzeln /li, also /c', constant und der Factor von 
WB in der Differentialgleichung (33 a) positiv ist, so sind auf 
die Integrate der letzteren die S^wrm'schen Schliisse anwend- 
bar; insbesondere folgt daraus, dass die Functionen (34); 
nach der Grosse der Wurzeln fc gebrdnet, innerhalb des Ge- 

*) Cf. Bayleigh, 1. c. II, p. 300. 
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bietes auf 0, 1, 2 ... . concentrischen Kugelflachen ver- 
schwinden. 

Die im Yorhergeheuden gefundeneu Normalfunctionen 
des Ton zwei concenixisclieQ Kugelflachen^ zwei coaxialen 
Ereiskegeln und zwei durch deren Axe gehenden Meridian- 
ebenen begrenzten Raumgebietes besitjsen demnach als Knoten- 
flachm (Ntdlfldchen) je I concentrische Kugelflachen, m coaxicde 
Kreiskegel und n Meridianebeneny wobei alle Conibinationen 
der ganzen Zahlen I, w, n (= 0, 1, 2 . . . oo) yorkommen. 
Dass es ausser diesen keine anderen^ nicht in Producte aus 
Functionen je einer Coordinate zerlegbaren Normalfanctionen 
giebt, schliessen wir wieder aus dem Continuitdtsprincipf indem 
wir das betrachtete Raumgebiet stetig in ein rechtwinkliges 
Parallelepipedon ubergehen lassen^ fiir welches die VoU- 
standigkeit des Systems von Normalfunctionen mit den ent- 
sprechenden Enotenflachen bekannt ist 

Mit Uebergehung der weniger interessanten Grenzfalle 
des betrachteten Gebietes, also z. 6. eines Eugelsectors, eines 
Ringes mit einem Ringsector als Querschnitt, wollen wir noch 
kurz den Fall einer Kugelschale erortern. 

Da dann die Functionen V in die Normalfunctionen der 

YoUen Kugelflache iibergehen^ so werden v und fi garnse 

Zahlen n, w, welche man auf die Werthe 0, 1, 2«««4-oo 

. beschranken kann. Folglich gehen die Functionen (34) nach 

Abtrennung des Factors --rt=r in die speciellen bei Gelegen- 

ykr 

heit des ebenen Ringsectors vom Winkel 2% betrachteten 

Besserschen Functionen vom Grade + (m + ^) tiber, welche 

durch die Formeln (30) definirt sind. 

Fiir die VollJcugel, also wenn man ^a = werden 

lasst und Stetigkeit im Eugelmittelpunkte fordert, fallen 

die Functionen J_;„_-^ fort, und die Normalfunctionen er- 

halten die Form: 

(35) Um,n = Jm4-i(*0 ' (^^y^Pm.n (cOS &) ^^^ (fKp) . 

Zu jedem ausgezeicbneten Werthe Tc, welch er, wenn f den Radius 
der Kugel bezeichnet, eine Wurzel der transcendenten Gleichung 
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(36) hJ^+i(ki) + * { J-;+i(/cr) - ^ff^} = 

ist, gehoren 2m -f- 1 verschiedene solche Normalfunctionen; 

dass dieselben ein orthogonales System bilden, ergiebt sich 

ebeuso, wie bei den EugelflachenfdnctioiieD. 

Die einfacbsten unter den Functionen (35) sind diejenigen, 

fur welche w «= und m = bezw. = 1 ist; dieselben sind 

(bei Fortlassung des constanten Factors) gegeben durch die 

AusdrOcke: 

sin kr cos & f sin kr , \ 

Wo,o == --7—, Wi,o =7— V— ^fc- COS kr) . 

Bayleigh hat bei Behandlung der freien Schwingungen 
einer in einer Eugelflache eingeschlossenen Luftmasse*) die 
zu diesen Normalfunctionen gehorigen Werthe h und Null- 
flachen (welche bei den Luftschwingungen die Schwingungs- 
hduche sind) discutirt, unter der diesem physikalischen 
Probleme entspreohenden Yoraussetzung, dass das h der 
Grenzbedingung = ist. Die Function Wo,o stellt die rein 
radialm, Wi,o die rein axidlen (diametralen) Schwingungen dar; 
bei ersteren fiud^t die Bewegung liberall parallel dem Radius^ 
bei letzteren iiberall parallel einem und demselben Durch- 
messer statt. Die Nullflachen sind beidemal concentrische 
Ktiffelflachen , zu welch en bei den axialen Schwingungen 
stets die Aeqiiatorebene hinzukommt; die Radien der sphari- 

schen Nullflachen sind bestimmt durch r = -r- (i = 1, 2 ) 

fiir Wo,o, durch die transcendente Gleichung tg Jcr = kr fiir 
Wi,o. Die letztere liefert, falls man in ihr r = r setzt, 
andererseits auch die ausgezeichneten Werthe fc, welche zu 
Wo,o gehoren; dem kleinsten derselben, welcher = ist, 
entspricht die Normalfunction w = 1, also keine Schwingung, 
(da bei constantem Geschwindigkeitspotential alle Lufttheil- 
chen in Ruhe sind). Fiir die Functionen von der Form Mi,o 
lautet die transcendente Gleichung fiir k: 

, ,- 2kr 

tg kr = 



z:\2 



2 — (kr) 



*) 1. c. II, p. 303—308. 
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und besitzt die kleinste Wurzel hf = 0,663 . . . Jt , welcher 
Werth Gberhaupt dem tiefsten alter EigentSne entspricht, 
welche die kugelformige Luftmasse geben kann. Es sei noch 
bemerkt^ dass die radidlen Schwingangen mit den oben be- 
stimmten Werthen von Jc auch jedem, durch eine ganz beliebige 
Eegelflache ausgeschnittenen Kugelsector zukommen. 

Weitere numerische Angaben Hber die ausgezeichneten 
Werthe ifc finden sich bei Bayleigh 1. c. p. 306, 307; man sieht 
daraus unter Anderem, wie sehr die Werthe von ^, also die 
Tonhohen^ durch das Auftreten kugelfdrmiger Enotenflachen 
vergrossert werden. 

Die Beihenentwickelung drier tmllkurlichen Function von 
Vj d-, 9 nach den Normalfunctionen (35), deren Mogliehkeit 
wir in der mehrfach erwahnten Weise schliessen, und welche 
als speciellen Pall die Entwickelung einer willkurlichen 
Function von r in die bei constantem m nach den Wurzeln 
k der transcendenten Gleichung (36) fortschreitende Reihe 
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fur das Intervall 0<r<r in sich schliesst, scheint noch 
nicht mathematisch untersucht worden zu sein. Sie ist in 
der Theorie der Differentialgleichang At* + A;*m = mit 
fest gegebenem k^ das Analogon zur EnttvicJcelung nach steigen- 
den Kngelfunciionen in der Potentialtheorie, worauf wir im 
in. Theile noch zurfickkommen werden. Reicht das Intervall 
von r nicht bis an den NuUpunkt heran, so kommt eine die 

Functionen — ^^- — enthaltende Reihe hinzu, welche der 

ykr ' 

Entwickelung nach fallenden raumlichen Eugelfunctionen 
entspricht. 

Die Integraleigenschaft der Bessel'schen Functionen von 
der Ordnung w + ^ , welche aus der Orthogonalitat der 
Normalfunctionen (35) folgt: 

r 

f Jm^^(kir)Jm+^{hr) :^ = 0, {h ^ h), 

Pockels, DifTereDtialgleichuiig. 8 



114 Ueber die Gleichtmg: Au >f A;'u » 0. 

unterscheidet sich von der frtlher fiir die Bessel'schen Punc- 
tionen beliebiger Ordnuug gefandenen nicht in der Fonn, 
sondem nnr durch die transcendente Gleichong (hier 36), 
welche die Werthe Jci besidmmt. 

Indem man r nnendlich gross werden lasst, schliessen 
sich die ausgezeichneten Werthe Jc stetig aneinander an^ so 
dass man zu einer IntegraJdarstellung von der Form 

AQc) "^i dJc 



J 



yicr 



fiir eine willktirliche Function des auf positive Werthe be- 
schrankten Argumentes r gelangt. — 

Wenn nach dem Yorhergehenden ersichtlich ist^ wie die 
allgemeinen Bessel'schen und Eugelfunctionen die Losuog 
gewisser physikalischer Probleme ermoglichen, so ist anderer- 
seits hervorzuheben, dass man umgekehrt durch diese physi- 
kalische Bedeutung; insbesondere fQr die Schwingungsprobleme, 
ein anschauliches Bild von dem Verlaufe jener Functionen im 
Reellen erhalt. Letzteres gilt ebenso^fUr diejenigen transcen- 
denten Functionen, mit welchen wir uns im nachsten Para- 
graphen beschaftigen werden. 

§ 8. Gebiete in der Ebene nnd auf der Engel, welohe 
von ebenen bezw. sphftriBOhen oonfocalen EegelBohnitten 
begrenzt werden. Allgemeine Betrachtongen uber die biaher 

besproohenen SpeoialfSIle. 

a. Van confocalen Kegelschnitten hegremte ebene Bereiche. 

Um die Differentialgleichung Aw -f- A^m = fQr Ge- 
biete der in der Ueberschrift bezeichneten Art zu integriren, 
fuhrt man statt der rechtwinkligen Goordinaten eUipUsche 
ein (damit langs der Begrenzungslinien je eine Coordinate 
constant ist). Die elliptischen Goordinaten in der Ebene 
kann man definiren als die Wurzeln der in A^ quadratischen 
Gleichung 

— I y' ^ 1 

X» "r" X« — e» -*■' 
worin 2e die alien Kegelschnitten des Orthogonalsystems 
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gemeinsame lineare Excentricitat ist; wird die zwischen 

und c* liegende Wurzel mit v*, die zwischen ^ und + <x> 

liegeude mit ^ bezeichnet, so ist ft die halbe grosse Axe 

der Ellipse, v die halbe reelle Axe der Hyperbel, welche 

durch den Punkt x^, y hindurchgeht. Um ' aber der trans- 

formirten Differentialgleichung eine moglichst einfache Gestalt 

zu geben, wahlt man als onabhangige Variabele nicht die 

elliptischen Goordinaten selbst^ sondern die durch die Sub- 

stitationen 

V = e cos I, ft = € cos iij ■=6 So| ij 

definirten Grossen | und tj. Damit jedem Punkte Xj y nur 
m Werthepaar £; i] entspricht, kann man ij auf das Interyall 
von bis -|- (x>, I auf dasjenige von bis 29r beschranken, 
indem man sich die EH-Ebene langs der Yerbindungslinie der 
Brennpunkte aufgeschnitten denkt. ij = Const, giebt dann 
eine gdkjize JEllipse^ wahrend S constant gesetzt nur einen halhen 
HyperheUist darstellt (die ganze Hyperbel ist gegeben durch die 
vier Werthe + 6> ^ + 6} 6 bedeutet den Neigungswinkel 
der Asymptoten gegen die reelle Axe). In |, i] ausgedr^ckt 
wird namlich 

X = e So| rj 008^'=' e cos itj cos i, 
y = e ©in ij sin I = c i sin itj sin 5, 
X -}- iy = e cos (| + *fl)' 
Letztere Gleichung zeigt, dass die Flache der Ellipse oder 
Qberhaupt ein yon je zwei confocalen Ellipsen und Hyperbeln 
begrenztes Flachensttick in der XF-Ebene durch die an- 
gegebene Substitution auf ein Bechteck in der EH-Ebene 
conform abgebildet wird; daher geht gemass den Entwicke- 
lungen in § 4, c des I. Theiles die Differentialgleichung 
An + Pm = aber in 

a|¥ + ^ + ft V sin (g + iri) sin (g — iij)t4 == oder 
(37) ^ -|- — -j- t^e^ ^gQg2 ^^ — gQg2 g^^ _, oder 

|p + |^. + *"'(<SoPij-co8«|)« = 0, 

wo i' a= ft . e gesetzt ist. 

8* 
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Die letztere Form der Differentialgleichung, mit der ein- 
zigen Abweichung, dass statt ©oj^iy — cos* f geschrieben ist 

i(6of2i2 — cos2|), 

haben unter Ancieren Heine und Mathieu bei ihren Dnter- 
suchungen uber das betrachtete Problem zu Grunde gelegt, 
wahrend H, Weber*) sich einer etwas verschiedenen Sub- 
stitution bedient hat. 

Will man die Dififerentialgleichung (37) dureh Producte 
aus je einer Function von | und einer von i^: 

H(?)-H(ij) 

integriren, so miissen diese Functionen den gewohnlichen 
Dififerentialgleichungen zweiter Ordnung genugen: 

^'l -(/c'^cos*|-a)==0, 

worin a eine unbestimmte Constante bezeichnet; dabei geht 
die zweite der Gleichungen (38) aus der ersten dadurch her- 
vor^ dass man | durch irj ersetzt. 

Mit den durch die Dififerentialgleichungen (38) definirten 
Functionen, fiir welche Heine die Benennung „Fundi(men des 
elliptischen Cylinders^^ eingefiihrt hat, haben sich Mathieu**)^ 
Heine***) f lAndemann f), Bruns und Callandreauf\) und Harten- 
steinfff) beschaftigt; dieselben haben verschiedene Reihen- 
eutwickelungen fiir die genannten Functionen gegeben. Die 
Constante a haben Mathieu und Heine so zu bestimmen ge- 
sucht, dass E periodisch ist bei Vermehrimg des Argumentes § 
um 2x, wie es z. B. die Behandlung der VoUellipse erfordert; 



*) Math. Annalen 1, p. 30^ 1868. 
**) Journ. de Liouville (2) XIII, 1868 u. CourB de physique math^- 
matique, 1873, p. 122—164. 

***) Handbuch der Eugelfanctionen p. 401 ff. 
t) Math. Ann. 22, 1888. 

tt) Astronom. Nachrichten 106, 1883, p. 192 — 203 (Brnns) und 
107, 1884, p. 32—38 (CallaDdreau), 128—132 (Brans), 
ttt) Dissertation, Leipzig, 1887. 
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allein aucli hierfar ist noch keine branchbare Methodegefunden. 
Bruns hat sich mit der Integration einer in der Storungs- 
theorie vorkommenden, mit (38) im Wesentlichen iiberein- 
stimmenden Differentialgleichung beschaftigt, indeni er darin 
h'^ und a als gegeben ansah; er ist dabei u. A. zu einer 
Relation gelangt^ welche diejenige^ die zwischen den Grossen 
h'^ und a bestehen muss, damit das Integral periodisch ist^ 
als speciellen Fall enthalt. Die allgemeinen, nicht periodischen 
Integrale hat Lindemann untersucht; Hartenstein hat nur den 
Fall behandelt; wo das k^ in der partiellen Differentialgleichung 
negativ ist. — Die Integration unter den Bedingungen w==0 oder 

f- = fur je zwei beliebige Eliipsen und Hyperbeln, also 

die Herstellung der Normalfunctionen fiir ein von den letz- 
teren begrenztes Gebiet, scheint dagegen noch gar nicht yer- 
sucht worden zu sein. Indessen lasst sich, wie ich unten 
begrdnden werde, auch ohne nahere Kenntniss derselben 
Folgendes behaupten: Es giebt fQr ein solches Curven- 
viereck eine doppelt unendliche Reihe von Normalfunctionen, 
welche langs jeder der vier Seiten (also fiir | = |j, 6 = S2 
und ri = ri^j ^ = %) einer der Grenzbedingungen w = oder 

^ = gentigen (die allgemeinere Grenzbedingung mit in 

bestimmter Weise variabelem h, welcher auch durch Producte 
EH genugt werden konnte, schliessen wir wegen Mangels 
einer einfachen physikalischen Bedeutung aus), und von denen 
eine jede durch eine bestimmte Zahl w — 1 von elliptischen und 
erne bestimmte Zahl n — 1 von hyperbolischen Knotenlinien, 
wobei alle Combinationen von m = 1, 2-»oo und n = 1, 2 ••00 
vorkommen, charakterisirt ist. Dieser Satz, welchen wir (wie 
in ahnlichen Fallen) das Oscillationstheorem nennen woUen (K.), 
lasst sich aus den in § 6a (S. 68 — 72) erorterten Sturm^ schen 
Satzen ableiten, da ja die Differentialgleichungen (38) ohne 
weitereUmformung unter die von Sturm betrachtete Form fallen. 
Die Betrachtungsweise ist hier nur aus dem Grunde etwas 
abzuandern, weil sich jetzt nicht mehr, wie bei den bisher 
betrachteten Bereichen, die Constante a der Differentialglei- 
chungen gesondert aus den Grenzbedingungen fiir ein Paar 
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gegenuberliegender Seiten, und daun die Constante Tz^ aus 
desjeoigeii fQr das andere Seitenpaar bestimmen lasst, son- 
dern a und Ti? eugleich nebst den Yerhaltnissen der Integra- 
tionsconstanten aus einem System von vier transcendenten 
Gleichui^en zu bereclmen sind. 

Man denke sich nun zunachst in einer der beiden 
Di£ferentialgleichungen (38), z. B. in 

*^ + (_r«co8»| + a)=-0, 

der Grosse it'* einen fesien Werth beigelegt. Dann giebt es 
nach Sturm's Satzen (5. u. 6. 8. 69) sicher einen und nur 
einen Werth von a, far welchen die Function E den gegebenen 
Grenzbedingungen ftir | «= 6i ^^^ 6 = S2 S^^^S^ und im 
Interyalle I2 < 6 < 61 ^i® vorgeschriebene Anzahl (w — 1) 
von NuUstellen besitzt; jene Satze sind bier anwendbar, weil 
der Factor von E mit a wachst. 

Aendert man nun den ursprilnglich angenommenen Werth 
von Tc'^ ab, so wird sich auch der soeben definirte Werth 
von a andem; man kann also a als Function von Jc'^ auf- 
fassen, wobei man sich auf positive Werthe von ifc'^ be- 
schranken kann, weil schon bekannt ist, dass nur fur solche 

bei den Grenzbedingungen w = und ^ «= (von ver- 

schiedene) Normalfunctionen existiren. Man sieht auf den 
ersten Blick, dass a mit k'^ wcuihsen muss, damit die Zahl der 
NuUstellen (oder Oscillationen) von E dieselbe bleibe; dies 
ergiebt sich aber auch in Strenge auf folgende Weise. Sind 
Ei, E2 ^^^^ Integrale, die alien festgesetzten Bedingungen 
gentigen und zu den Werthepaaren Tc^^, a^ und ki^, a^ ge- 
h5ren, dann folgt aus der Differentialgleichung auf bekannte 
Weise: 

(fci'2 — k^^)j cos^l • =, Egdg = («! — a^)j =1 =2^5- 

Is it 

Sind nun k^^ ag unendlich wenig von k^y a^ verschieden, so 
ergiebt sich hieraus: 
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(39) ^ = 1-. 












Diese Gleichung lehrt, dass a^ bestandig zunimmt, wenn Jc'^ 
wachst; stelU man aiso a^ als Ordinate, Jc'^ als Ahscisse dar, 
so erhdlt man eine hestdndig ansteigende Curve, welche mit Q 
bezeichnet werden moge ( — dementsprechend ist auch a 
mit dem Index | versehen — ). Piir ifc'* = ergiebt sich flir 
a^ ein leicht zu berechnender positiver Werth. 

In der Differentialgleichung f&r H moge nun umgekehrt 
a zonachst als fest betrachtet werden; dann sind wieder die 
Satze von Sturm anwendbar und gestatten den Schluss^ dass es 
einen und nur einen Werth von Jc'^ giebt, far welchen das 

Integral H den Grenzbedingungen H = oder -^ — far 

ij = 1^1 und 17 »= i}2 ^^^ ausserdem der Forderung genUgt, 
innerhalb des Interyalls ij2<^<iJi genau (». — l)-nial zu 
verfichwinden. Nun kann man wieder den ursprunglich ge- 
gebenen Werth a variiren und i'* ak Function von a^^ aji 
oder aucb umgekehrt a.^ als % Function von Tc'^ betrachten. 
Wieder ergiebt sich^ dass a,; und Tc'^ sich stets in gleichem 
Sinne cmdem\ denn es folgt wie oben: 

da ^ 

n% 

Die Curve (7,^, deren Ordinate a,j und deren Abscisse Jfc'^ ist, 
^^i demnach Aenfalls bestandig an. 

Far Jc'^ = hat a.^ einen (leicht angebbaren) negativen 
Werth; die Curve C, geht aiso von einem tie f even Punhte aus, 
als die Curve Q. Far sehr grosse Werthe von k'^ muss a,j 
jedenfalls > ft'* sein, weil im ganzen Gebiete ©of iy > 1 
(hochstens an der Grenze =1) ist und daher, wenn ar^^k'^ 
ware, der Factor von H in (38) viel zu gross far die ge- 
forderte Anzahl von Oscillationen warde. Aus demselben 



120 



Ueber die Gleichung: Au + fc*t* = 0. 



Grunde kann a^ fUr sehr grosse Werthe von Jc'^ nicht ^ k'^ 
sein, weil sonst der Factor a — A'* cos^S wiederum viel 
zu grosse positive Werthe annehmen wiirde. Folglich 
liegt fur sehr grosse Abscissen die Curve Crj, die von einem 
tieferen Punkte der Ordinatenaxe ausging, uber der Curve Q; 
heide miissen sich also nothwendig schneiden. (Vgl. Fig. 9.) 

rig. 9. 




Es bleibt noch zu beweisen, dass dies nur in einem 
Punkte geschehen kann. Die Formeln (39) und (39') zeigen 



nun, dass ^^ 



sicher stets ^ 1, -rryv. stets > 1 ist; folg- 



lich ist fUr alle Abscissen 



maliger Schnitt unmoglich. Denn legt man durch den ersten 
Schnittpunkt eine Gerade unter + 45^ gegen die Abscissen- 
axe, so bleibt Cri fortan stets liber,- Q stets unter derselbcD, — 
Damit ist, wie ich glaube, bewiesen, dass die Curven Q und 
Cri stets einen und nur einen Schnittpunkt haben, dass es also 
ein vollig bestimmtes Werthepaar a, k'^ gieht, wehhem eine ge- 
rade auf m — 1 Ellipsen und auf n — 1 Hyperbeldsten ver- 
schmndende Normalfunction (Z \:\)m^n entspricht 

Dass die Gesammtheit der so gewonnenen Normalfunc- 
tionen alle iiberhaupt moglichen umfasst, schliessen wir 
wieder auf Grund des Continuitatsprincips , indem wir 
das von zwei Ellipsen und zwei Hyperbeln begrenzte Curven- 
viereck in ein Rechteck libergehen lassen. 
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Die Orthogonalitats-Eigenschaft der Normalfunctioneu 
zerfallt auch hier in je eiue Integralrelation fiir die Functionen 
E und H; doch sind dieselben nicht von so einfacher Form; 
wie in den bisher betrachteten Specialfallen. Man findet 
namlich, wenn E^ '^i ^^^ ^a '^2 ^^^^ verschiedene Normal- 
functionen (bei denselben Grenzbedingangen) sind^ 

--2 *h «i "" «a . 



diese Gleichungen bestehen auch noch, wenn eine der Zahlen 
m, n fiir E^H, und E3H3 Ubereinstimmt. Nur wenn zufallig 
(fQr specielle Bereiche) zwei Normalfunctioneu existiren, fiir 
welche entweder a^ = a^ oder Aj^'* = ig'^ wird, erhalt man 
die einfachen Integraleigenschaften 

j eos2g.Ei=2rfl=/s;oP^.HiH,di2=0 

^a '/a 

im ersten, 

J E.,E, d^ = j H,H,dr] = 

im zweiten Falle. 

Besondere Beriicksichtigung erfordern bei dem vorliegen- 
den Probleme solche .Bereiche, welche uber die X-Axe hinuber- 
greifm, sowie namentlich solche^ die von weniger als vier 
Kegelschnitten hegrenzt werden. 

Nach der oben getroffenen Festsetzung sollte g alle 
Werthe von bis 2x, r^ alle von bis + 00 annehmen 
konnen (analog dem Azimuth und Radius im gewohnlichen 
Polarcoordinatensystem); dementsprechend hat man sich die 
XF-Ebene langs der Verbindungslinie der Brennpunkte 
(a; =s 4- e, y = 0) aufgeschniUen zu denken. Man kann dann 
ohne Weiteres Bereiche behandeln, welche nicht iiber die 
Strecke der Abscissenaxe von x = — e bis x = '\- 00 hin- 
tibergreifen; gehort aber ein Stiick der Strecke von -f" ^ ^^s 
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-\- OD dem Innera des Gebietes an (wie es in Fig. 10b au- 
gedeutet iat), so mues man das Interval! von | fiber Null 
hinaus nach der aegativen Seite erweitem, und dasaelbe mass 
man mit dem Interrall von i] than, falls der gegebene Be- 
reich fiber die Verbindungslinie der Brenapunkte hinflberreichen 
sollte, wie in Fig. 10a; (denn beim Ueberscbreiten dertelben 
mnss 1] das Yorzeichen wecbseln, wenn das Yorzeichen Ton | 




unverandert bleibt). Man kann auf diese Weise ancb zu Ge- 
bieten gelangen, welcbe iiber sick seibst i^ergreifen, also Tbeile 
der Ebene doppelt oder mehrfach vherdecken, indem sie in ein 
anderes Blatt der unendlich vielblattrigen Riemann'scben 
Flacbe, welcbe man aich iiber der HH-Ebene ausgebreitet 
zn denken bat, fibertreten (Fig, 1 1). Das Gesammtintervall von 
5 ist in solcben Fallen grosser als 2«. — Uebrigena bleiben 
aber dnrcb diese Gebietaerweiterung die frfiberen SchlQsse 
unberfihrt — 

Zn den soeben betracbteten Gebieten gebSren insbeson- 
dere diejecigen, welcbe von zwei verscbiedenen Ellipsen und 
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zwei Stiicken desseJben Hyperbelastes (Fig. 12 b) oder von zwei 
yerschiedenen Hyperbeln und einer Ellipse (Fig. 12 a) begrenzt 
werden. Ftir solche Gebiete kann man die Normalfanctionen 
dadurch erhalten, dass man fiir die Symmetrielinie (2 ~ 
bezw. iy = 0) 1. die Grenzbedingung w = 0, 2. die Grenz- 

bedingung ^ vorschreibt, die eotspreclienden Normalfunc- 

tionen der einen Gebietshalfte bestimmt und diese im Falle 1. 
antisymmetrisch (d. h. so, dass sie in symmetrisch gelegenen 
Punkten entgegengesetzt gleiche Werthe erhalten), im Falle 2. 
symmetrisch in die aodere Gebietshalffce hinein fortsetzt. Beide 
Arten von Gebieten konnen weiter in ein von nur einer Ellipse 
und einem Hyperbelast begrenztes FlachenstUck ausarten, in- 
dem bei den ersteren (Fig. 13a) die innere Ellipse, bei den 
letzteren (Fig. 13 b) der innere Hyperbelast sich auf eine Doppel- 
linie reducirt und als Begrenzung verschwindet. Hierbei tritt an 

die Stelle der Grenzbedingung w = oder g- = 0> welche 

ursprunglich an jener Doppellinie, also fOr iy = bezw. | = 0, 
zu erfallen sein wQrde, die Forderung, dass die Normal- 
fanctionen und ihre Derivirten bei Ueberschreitung jener 
Lime stelig sein soUen, damit man namlich die Linie als Be- 
grenzung fortlassen darf. JiiQ^e^ Auftreten einer StetigkeitS' 
hedingung statt einer Grenzbedingung hat bisher nur beim 
Uebergang vom Kreisring znm Vollkreis oder von der Kugelr 
schale zur Yollkngel ein Analogon gehabt, wo die im 
Mittelpunkte unstetige Bessel'sche Function zweiter Art ausge- 
schlossen werden musste, wenn der Mittelpunkt in das Gebiet 
aufgenommen werden soUte. Es ist nicht zu verwechseln 
mit der frliher schon mehrfach besprochenen Grenzbedingung 
der Periodicitaty welche sich darbietet, wenn zwei verschiedene 
Begrenzungslinien verschmelzen, d.h. als Begrenzung verschwin- 
den soUen. Dieser letzte Fall tritt bei dem vorliegenden Probleme 
dann ein, wenn ein von 2 confocalen EUipsenund 2 Hyperbel- 
stticken begrenztes Gebiet sich zum Bing zusammenschliesst; 
filr die Functionen H tritt dann an Stelle der Grenzbedin- 
gungen die Forderung der Periodicitat bei Vermehrung ihres 
Argumentes | um 2jc. 
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Gemass dieser Bedingang hat Mathieu a. a. 0. Reihenent- 
wickelungen fQr die Gr5sse a (bei ilmi R) nach Potenzen 
von A;'^(4A^ und fur die ausgezeichueten Losongen E solche 
nach Potenzen von Ic'^ multiplicirt mit sin bezw. cos der 
Vielfachen von | (bei ihm a) abgeleitet. Er onterscheidet zwei 
Alien von Losungen H; die einen yerschwinden langs der 
Strecken zwischen den Endpunkten der grossen Axe und 
den Brennpunkten der Ellipse^ die andem haben daselbst 
Maxima und Minima. (Beim Kreise wdrden je zwei solche zu 
demselben ausgezeichueten Werthe Jc'^ gehoren, was hier 
nicht der Fall ist.) Die Losungen H, welche mit den eben 
besprochenen Z multiplicirt die Normalfunctionen der Voll- 
ellipse liefern und demnach fQr iy = der Stetigkeitsbedin- 
gung genOgen mussen^ zerfallen ebenfalls in zwei Classen, 
von denen die eine auf der Verbindungslinie der Brennpunkte 
verschwindet, die andere dort Maxima oder Minima erreicht. 
Mathieu zeigt nun, dass die zu demselben Werthepaare k'^^ a 
gehorigen H und H immer derselben Classe angehoren, also 
das Product EH auf der ganzen grossen Axe entweder ver- 
schwindet oder relative Maxima und Minima hat, mit anderen 
Worten, dass die Normalfunctionen in Bezug auf die grosse 
Axe entweder symmetrisch oder antisymmetrisch sind. Die 
einfachsten Falle der Knotenlinien sind: Die grosse Axe 
allein, die kleine Axe allein, beide zugleich, zwei Aeste einer 
und derselben Hyperbel, zwei solche combinirt mit der grossen 
oder kleinen Axe. Mathieu zeigt durch eine ziemlich um- 
standliche Betrachtung, dass die Anzahl der elliptischen 
Knotenlinien m — 1 betragt, wenn i'^ die m^ Wurzel der 
transcendenten Gleichung H(^) = ist, und gleichzeitig 
zwischen h'^ und a immer diejenige Relation besteht, welche 
dem Yorhandensein einer bestimmten Anzahl hyperbolischer 
Knotenlinien entspricht. Dieser Satz ist in dem oben fur ein 
beliebiges von je zwei confocalen EUipsen und Hyperbeln 
begrenztes Gebiet bewiesenen als specieller Fall enthalten. 
Ein Verfahren zur Berechnung von ifc^ hat Mathieu nicht an- 
gegeben. 

Es sei hier noch erwahnt, dass Mathieu gelegentlich des 
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Problems der Warmeleitung in einem elliptischen Cylinder 
hervorhebt, dass die Normalfunctionen bei der Grenzbedin- 

gung few + ^ = fiir die Ellipse nicht dls Producte aus 

zwei Functionen von je einer Coordinate bestimmt werden 
konnen; dies ist in Uebereinstimmung mit dem von mir 
S. 92 ausgesprochenen Satze. — 

Ueber die Reihenentwickelungen einer willktirlichen 
Function nach den Functionen des elliptischen Cylinders, 
bezw. nach den Producten (ZH)m,n, scheinen keine eingehen- 
den Untersuchungen vorhanden zu sein; Mathieu erwahnt 
nur, wie die Coefficienten jener Beihen mit Hdlfe der Ortho- 
gonalitata-Eigenschaft bestimmt werden konnen. — 

Ein Grenzfall des elliptischen Coordinatensystems ist 
das parabolische, bestehend aus zwei sich orthogonal schnei- 
denden Schaaren confocaler Parabeln. Dasselbe hat H.Weber 
1. c. benutzt, um die Differentialgleichung Au-^-k^u = fiir 
Flachenstiicke zu integriren, welche von je zwei Parabeln der 
beiden Schaaren begrenzt werden. Die parabolischen Coordinaten 
fuhrt er ein durch die Substitution 

oder 

x + iy = F{t+iri) = {l + irif', 

der Brennpunkt ist dann der NuUpankt, die Axe der Schaar 
S= Const., gegeben durch 1 = 0, die negative X-Axe; 2|^ 
und 2ri^ sind die Parameter der Parabeln. Lasst man sowohl 
i als ri alle reellen Werthe von — oo bis + oo durchlaufen, 
so erhalt man die doppelt fiberdeckte XT-Ebene mit einem 
Verzweigungsschnitt von re = bis a; = + oo oder von x==0 
bi8 a; = — oo. Die Differentialgleichung wird zufolge S. 28, 29, 
da hier F'{i + iri) = 2(| + in) ist, 

und zerfallt durch den Ansatz w = ^(§)H(i^) in: 
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Die Betrachtungeii; welche im Palle des elliptischen Coor- 
dinatensystems zum Beweise des ^yOscillationstheorems^' fur 
die Normalfunctiouen aDgestellt wurden, fiihren hier um so 
leichter zum Ziel, als der Factor von Tz^ in heiden Differential- 
gleichungen positiy ist. Dies hat namlich zur Folge, dass 
die Curve (7,^, welche von einem Punkte der negativen Ordi- 
natenaxe (a-Axe) ausgeht, best'andig steigt, die von einem 
Punkte der positiven a- Axe ausgehende Curve C^ aber bestandig 
falUy so dass sich beide sicher in einem und nur einem 
Punkte schneiden. 

H, Weber giebt ohne Ableitung vier bestimmte Particular- 
losungen H', E", H', H" der Gleichungen (40) in Gestalt 
bestimmter Integrale an, in BetrefiF deren wir hier nur auf 
die Originalabhandlung (1. c. S. 31) verweisen. 

Die Normalfunctiouen eines von vier Parabeln | = 1^, 
I = S2? ^ = li> ^ = ^2 begrenzten Bereiches sind dann von 
der Form 

(^'E' + ^"E")(^'H' + JB"H"), 

wobei sich die Verhaltnisse A' ; A" und B' : B" sowie die 
Constanten h und a aus den vier durch die Grenzbedingungen 

u = oder 2~ "^ ^ f d. i. ^ = bezw. j~ = O) gelieferten 

iranscendenten Gleichungen bestimmen; wie diese Bestim- 
mung auszufiihren ware, giebt Weber , der ubrigens im 
Gegensatz zu dem von uns S. 92 ausgesprochenen Satze 

auch die Grenzbedingung Aw + ^ '^ mit constantem h 

fiir erfullbar erklart, nicht an, auch nicht bei den ein- 
facheren gleich zu erwahnenden Fallen. — Fiir die eine der 
begrenzenden Parabeln kann auch die Coordinate g^ hezw. 
% negativ sein, d. h. das Gebiet kann in beliebiger Weise 
liber die + X-Axe oder die — X-Axe hintibergreifen, 
was Weber Uberfliissiger Weise ausschliesst. Derselbe be- 
trachtet gesondert den Fall, dass zwei Begrenzungslinien 
dersdben Parabel angehoren, so dass z. B, 1^9 *= — ^1 ist; in 
diesem Falle muss eine der Constanten B\ B" gleich sein, 
weil H'(-'»?i) = H'(%) und H"(-iji)=- H"(^i) ist, mit- 
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hin sowohl H' als H" entweder der Grenzbedingung an beiden 
oder an keinem Stdcke der Parabel ij = + ^i g^^^g^- ^^.n 
hat dann also zwei Classen von Normalfdnctionen: 



{A"=' + ^" = ")H' und (A'E' + ^" = ")H" 

und bei beiden drei transcendente Gleichungen zur Be- 
rechnung von ft, a, A' : A". (Ganz analog wird es sich 
natiirlich bei den entsprechenden Bereichen im elliptischen 
Coordinatensystem verhalten.) — Wird endlich die Begrenzung 
von nur jswei Parabeln: 5 =» 5i, ^ =* + i?i.gebildet, so dass 
der Bereieh den Brennpunht iti sich schliesst, so hat man statt 
der GrenzbediDgung flir 2 = fe = wieder die oben S. 123 
besprocfaene Stetiglceitshedingung. Dieselbe erfordert, dass die 
Normalfunctionen eine der beiden Formen H'H', E"H" haben, 
well Z'H" und E"H' nur auf dem rechts bezw. nur auf dem 
links ;Yom Brennpunkte gelegenen StUcke der Abscissenaxe 
Terschwinden wtirden. Hier sind also nur zwei transcendente 
Gleichungen zur Bestimmung von a und h Torhanden. 

Irrthtlmlich ist wohl die Bemerkung Webef^s (1. c. S. 34), 
zu jedem Werthe von K^ gehore eine unendliche Beihe von 
Werthen a, so dass sich die Normalftinctionen nach 1c^ und a 
in eine doppdt unendliche Reihe ordnen wurden. Gleiche 
Werthe von ft*, welch e verschiedenen Normalfunctionen ent- 
sprechen, konnen, wie beim Bechteck, wahrschernlich aus- 
nahmsweise vorkommen, aber doch nur mit heschrdnkter, nicht 
unendlich grosser MultvplicUdt. 

Die Orthogonalitats-Eigenschaft lautet hier, wenn E^ , Eg 
und Hi , Ha den Grenzbedingungen entsprechend gewahlte lineare 
Aggregate von E', E" und H', H" bezeichnen, welche zu 
den Werthepaaren ft^*, a^ und ftg*, a^ gehoren, folgender- 
massen: 

JJ=,=,HiH,(r + n^dUn = 

und zer^llt nur im Palle li^ = Tc^ in 



J^i^idi, ^Jw^H^dn = 0, 
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und im Falle a^ = a^ in 

Jl^H.E^rfl =Jrj^'H,H,dv = 0. 

Mit den Integralen der Differentialgleichungen (40), den 
sogenannten y^Functionen des paraholischen Cylindersf\ hat sich 
nach H. Weber K. Baer*) beschaftigt. Derselbe hat diese 
Functionen dureh Beihen, welche Grenzfalle der hypergeo- 
metrischen sind, und daraus abgeleitete, von den Weber- 
schen verschiedene bestimmte Integrale dargestellt und unter 

Anderem gezeigt, dass sie fur specielle Werthe von -^ ^^^^ 

auf geschlossene Ausdriicke (Exponentialfunctionen multiplicirt 
mit ganzen rationalen Functionen) reduciren. Sodann erortert 
er die Goefficientenbestimmung in Reihenentwickelungen fiir 
willkiirliche Functionen von einer bezw. zwei Yariabeln nach 
Functionen des paraholischen Cylinders bezw. nach Producten 
aus solchen, indem er die Moglichkeit dieser Reihendarstel- 
lungen (welche ftir alle reellen Werthe der Variabeln bezw. 
fiir die ganze Ebene gelten soUen) voraussetzt. — 

Es sei schliesslich noch daran erinnert, dass die im 
Vorhergehenden betrachteten^ von confocalen ebenen Kegel- 
schnitten begrenzten Bereiche auch in der Weise ausarten 
konnen^ dass sie sich in's Unendliche erstrecken, z. B. dann^ 
wenn die Begrenzung nur von zwei confocalen Hyperbeln 
oder von zwei confocalen Parabeln derselb&% Schaar gebildet 
wird; diese Falle bediirften wohl noch einer besondereu Dnter- 
suchung, weil in der transformirten partiellen Dififerential- 
gleichung dann auch der Factor von u unendlich gross wird. 
Zieht man das physikalische Beispiel der schwingenden Mem- 
bran heran; so wiirde es sich um die Schwingungen einer 
gleichmassig gespannten Membran von der Gestalt eines 
unendlichen Parallelstreifens handeln, deren Dichte in unend- 
licher Entfernung unendlich gross wird. 



*) Programm des Bealgymn. zu Eustrin, 1883. 
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b. Gebiete auf der Kugelfldche, welche von vier confocaUn 
sphdrischen Kegelschnitten hegrenzt werden. 

Wenn man in der Differentialgleichang der Kugelflachen- 
fanctionen im allgemeinsten Sinne (31) statt %'j q> eUipHsche 
Coordinaten einfdhrt^ so nimmt sie ebenfalls eine Form an, 
welche die Zerspaltung in zwei gewohnliche Differential- 
gleichungen gestattet. Die elliptischen Coordinaten auf der 
Kugelflache vom Radius 1 werden definirt als die Wurzeln 
fi^, v^ der Gleichung 

wobei < v^ < 6^ < ft^ < c^ sein soil. Es wird dann 



X = cos ^ = J-, y = 8ind' cos (p = ^-^ — ;zr— - — — , 

Oc If yc^ — J8 

z = sind' sm w = 7 — . 

und wenn man als unabhangige Variabele nicht ^^ und v* 
selbst, sondern die elliptischen Integrale erster Art 

"" J VIP - b'Kc' -- ii*y "^ J ]/(6«_ v'){c^--v^) 



einfiibrt^ so geht die Differentialgleichung (31) Uber in: 
(41) f^ + |^ + P0.*-t;*)« = O; 

fi und V sind elliptische Functionen von | bezw. rj, namlich 
nach Jacobi'scher Schreibweise 

^ a== cA am(K — c|; x), v = 6 sin am (cr]] x'), 

wobei der Modul durch t? == — ^ — gegeben ist. 

\j 

Setzt man nun u = H H , so miissen E und H den ge- 
wohnlichen Differentialgleichungen geniigen:. 

(41') 



dF + (*V-«)H = 0, 



P c k e I s , DiffereutialgleiGhung. 



**'" -(^j^v" — a)H = 0, 
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in denen a wieder eine zunachst willkiirliche Constante 
bedeaiet. 

Fflhrt man in der zweiten die rein imaginare Variabele 
rii ein^ so erhalten beide genau die gleiche Form^ namlich, 
wenn man A fiir /i^ bezw. v^j t fiir das elliptische Integral 



A 



=i==^ , A fiir /:«, B^i —a, E fSr = bezw. H 

on (1 — e')' 



schreibt, die nachsteliende: 

(41") ^^{AX + B).E; 

mit dieser sog, Lame'schen Gleichung haben sich zuerst Lame 
und Heme beschaftigt, jedoch nur fur specielle Falle, wahrend 
F. Klein*) ihre Integrate bei belidng veranderlichem A, B 
untersucht hat. — Nach dem Vorhergehenden sind E und H 
irgend zwei Particularlosnngen i?i(fi*) und E^{v^) derselben 
Lame^schen Gleichung (41 "), und u ist ein sog. Lamesches Pro- 
duct E^ (jf?) J5?2 {y^). In der soeben citirten Abhandlung hat 
nun F. Klein bewiesen, dass man die Constanten A(='k^) 
und B (= — a) in der Dififerentialgleichung auf eine und 
nur eine Art so bestimmen kann, dass J5?i(fi^) und E^iv^) 
an den Grenzen gegebener Intervalle den Grenzbedingungen 

E = oder ^r *= genQgen**) und innerhalb jener Inter- 
valle iiberall endlich und stetig sind und fiir m — 1 Werthe 
von fi^ sowie fiir n — 1 Werthe von v^ verschwinden, wo- 
bei m, n irgend zwei ganze positive Zahlen sein konnen. 
Die durch diese Bedingungen charakterisirten Producte 

(Ei(ii^) E2(v^))m,n sind offenbar die Normalfundionen eines 



*) F, Klein, fiber KSrper, die von confocalen Fl'^chen zweiten 
Grades begrenzt sind. Math. Ann. XVIII, 412 fP. 1881. 

**) Die zweite Grenzbedingung ist in der genannten Abhand- 
lang nicht beriicksichtigt; dagegen hat F. Klein in seiner Vorlesung 
fiber Lam^^sche Functionen stets die allgemeine Grenzbedingnng 

-r— : E = Const, in Betracht gezogen. 
at 
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von zwei Faaren confocaler Kegel zweiten Grades ausgeschniU 
tenen sphdrischen FldchenstUckes und wiirden z. B. die Schwin- 
gungsarten einer Luftschicht von dieser Gestalt darstellen. — 
Das hiermit bezeichnete ,;Oscillationstheorem^' liesse sich 
ubrigens auch darch dieselbe BetrachtuDg beweisen^ welche ich 
S. 117 — 20 bei den von d>enen Kegelschnitten begrenzten 
Bereichen angewendet babe; denn die dortigen Scbliisse sind 
auf die Differentialgleichungen (41') unmittelbar fibertragbar, 
weil in alien Punkten des Gebietes ^i^ > v^ ist. 

F. Klein hat a. a. 0. auch erortert, welche Modifi- 
cationen eintreten miissen, wenn sich der gegebene Bereich 
fiber den durch die Brennpunkte gehenden Meridian (oder 
auch tLber eine der beiden anderen Coordinatenebenen) hin- 
iiber erstreckt oder, indem er sich durch einen Verzweigungs- 
schnitt der fiber der Eugelflache ausgebreitet zu denkenden 
anendlich vielblattrigen Eiemann'schen Flache hindurchzieht, 
sich selbst theilweise Uberdeckt; es muss dann, ganz ahnlich 
wie im Fall der ebenen Kegelschnitte, eine Erweiterung des 
Intervalles von | oder iy eintreten. 

Besonderes Interesse hat hier derjenige Grenzfall, wo 
das Gebiet, dessen Normalfunctionen zu bestimmen sind, 
die voile KugelfUiche ist, weil dann aUe Grengbedingungen 
fortfallen und an ihre Stelle die Forderung der Stetigheit 
und Eindeutiglceit allein tritt. Die Lame'schen Functionen 
mussen dann ganze rationale Functionen von /** und v*, eventuell 
multiplicirt mit den Quadratwurzeln YJJi^, Yii^ — 6^ y'c^ — ft^ 
und den analogen, sein, damit sie doppeltperiodische Func- 
tionen von I bezw. iy werden. Dementsprechend muss 
ij^ = n(w+l) sein, unter n eine ganjse Zahl, welche den 
Grad der betreflfenden Lame'schen Functionen angiebt, ver- 
standeU; und B muss einer bestimmten algebraischen Glei- 
chung w*®^ Grades geniigen. E^ und E^ sind dann die 
Lame'schen Functionen in dem engeren Sinne^ in welchem die- 
seJben von Lame selbst eingefuhrt wurdew^ -^iCf^*) -^bC^^) ^^t 
eine ganze homogene Function w*®^ Grades der rechtwinkligen 
Coordinaten x, Vj^^i und die 2n + 1 /^ demselben n ge- 
Urigen Lame'schen Froducte sind nur eine neue Anordnung 

9* 
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der Kugdfldchenfundionen w**° Grades'^) und zwar eine ortho- 
gonale Anordnung, da auch die zu einem und demselben n 
gehorigen Prodacte, wie schon Lame gezeigt hat, die Orthogo- 
nalitatsbedingangeD erfQllen. — In seiner ersten Abhandlung 
tLber Lame'sche Funotionen *'^) hat F. Klein gezeigt, dass 
sich die 21%-^-! Lam^'schen Producte vom Grade n in ganz 
analoger Weise nach der Yertheilung ihrer Nulllinien auf 
die beiden Schaaren yon spharischen Eegelschnitten auordnen 
lassen, wie die 2n '\- \ Eugelflachenfonctionen nach der Yer- 
theilung ihrer Nulllinien auf das System der Breitenkreise 
und das der Meridiane; dieser Beweis beruht auf dem Ueber- 
gauge von dem elliptischen Coordinatensjstem auf der Kugel 
(in welchem ja die Lage der Brennpunkte willkUrlich ist) 
zum Polarcoordinatensysteme als einem Grenzfalle. Uebrigens 
ist der in Rede stehende Satz ja auch als Specialfall in dem 
S. 130 — 31 erwahnten, in der zweiten hierher gehorigen Arbeit 
KleMs aufgestellten Oscillationstheorem enthalten. — Es 
sei noch bemerkt, dass die Bauche bei den Schwingungen einer 
spharischen Luftschicht thatsachlich im Laufe der Zeit diese 
Yeranderung (von spharischen Eegelschnitten in Meridiane 
und Breitenkreise und umgekehrt) durchmachen konnen, da ja 
die Grosse n, und folglich Tc^ oder die Schwingungszahl, fur 
die dabei in Betracht kommenden Normalfunctionen iiber- 
einstimmt. — 

Auf die S. 129 angegebene partielle Differentialgleichung 
(41) wird man auch gefOhrt, wenn man die Potentialgleichung 
AF«= filr einen von confocdlen Fldchen imeiten Grades be- 
grenzten Baum integriren will und zu diesem Zwecke zunachst 
V=u.Eq(q^) setzt, unter Eq(q^) eine Lame'sche Function 
der dritten elliptischen Coordinate p^ verstanden. Man erhalt 
dann fdr u allerdings die complicirtere Differentialgleichung 

*) Man kOnnte sie daher „zweiaxige Kugelfwnctionen" nennen 
(K.), welche Bezeichnnng dann freilich einen anderen Sinn hat, wie 
die gleiche (biaxial harmonics) bei Thomson und Tait. 

**) Math. Ann. XVIII, 237—46. 1881. — Wegen weiterer Ent- 
wickelnngen, die an dieses Thema anknupfen^ vergl. Stieltjes (Acta 
math. VI, 1884), Ijapounoff (M^m. de St. P^tersbourg 1884) und Poin- 
card (Acta math. VII, 1886). — 
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(P* - ^) ^ + (9»- ft^ |^ + (ft*-rO(^9'+5)« = 0; 

allein da yerlangt wird, dass u yon g^ unabhd/ngig sein soil; 
so zerfallt dieselbe in eweiy yon denen die eine, durch NuU- 
setzen des mit q^ multiplicirten Ausdrnckes erhaltene gerade 
die schon betrachtete Form (41) hat. Es zeigt sich nun, dass 
die zweite partielle Differentialgleichung^ welcher u gen^en 
masS; identisch befriedigt wird, wenn man die erste darcb 
Lame'sche Prodticte integrirt, deren Factoren Particularlosungen 
derselben Lame'schen Gleichung sind, welcher E^(q^) geniigt; 
demnach findet auch das S. 130 besprochene Oscillations- 
theorem hier unyerandert Anwendung. - Eine einfache physi- 
kalische Bedeutung in der Theorie der kleinen Schwingungen 
hat jedoch, wenn man ft^, v^ als elliptische Coordinaten auf 
einer allgemeinen Flache zweiten Grades betrachtet^ die yor- 
stehende partielle Differentialgleichung nicht. 

c, Eaumgebiete^ welche von seeks eonfocalen Fldchen zweiten 

Grades hegrenzt werden. 

Nach Analogie der unter a) besprocheneu; yon eonfocalen 
Kegelschnitten begrenzten ebenen Bereiche werden sich im 
Baume als nachste Yerallgemeinerung solche Gebiete der 
Behandlung darbieten^ welche, allgemein zu reden, yon sechs 
eonfocalen Flachen zweiten Grades begrenzt werden; za den- 
selben gehoren alle im Vorhergehenden behandelten Bereiche 
als Grenzfalle. — Man wird sich bei der Untersuchung solr 
cher Gebiete nattirlich der allgemeinen; durch die Gleichung 

- ' -I- y' J. il_ — 1 

definirten elliptischen Coordinaten ^i^j v^, q^ bedieneU; yon 
denen je eine auf jeder Begrenzungsflache constant ist. Fiihrt 
man noch die Integrale 

..^ r^ dx ^ / dx 






dX 
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ein, so geht die Diflferentialgleichung Aw + A;*w = fiber in: 

(" -- 9 ) ai* - (9 - ** ) a? - (^ - "^ W 

+ ft«(i,« _ p«)(p' — ^«)(^« - v«)« = 0. 
In Folge der Identitaten 

(9^ - /i'^) v« + (v* - q') (t' + (ft* - v») 9* = 0, 

= - (f ^ - P*) (9* - <**) (f»* - ^) 
kann man derselben in der That durch Producte E • H • Z geniigen, 
wobei far £ die gewohnliehe Diflferentialgleichung 2*®' Ordnung 

(42) p + i2^* + £^* + C=0 

gilt, und fiir H und Z je eine analoge, in der nur | und [t 
durch lyi und v bezw. durch %i und (^ zu ersetzen sind. — 

Diese Diflferentialgleichung*) ist gleich sammtlichen bis- 
her betrachteten specielleren Diflferentialgleichungen ein spe- 
cieller Fall einer Classe von Diflferentialgleichungen zweiter 
Ordnung (verallgemeinerten Zkime'schen Gleichungen), fdr 
welche F. Klein in seiner Vorlesung Uber Lame'sche Punc- 
tionen ganz allgemein das Oscillationstheorem aufgestellt hat, 
d. h. den Satz, dass man die in einer Diflferentialgleichung 
enthaltenen n willkiirlichen Constanten (also in unserem Falle 
B, C und J^) so bestimmen kann^ dass in n gegebenen Inter- 
vallen particulare Integrale, die bestimmten Grenzbedingungen 
gendgen, je eine vorgeschriebene Anzahl von Nullstellen 
besitzen. Diesen wichtigen Satz wird F. Klein in einer dem- 
nachst in den Math. Annalen erscheinenden Abhandlung aus- 
fiihrlich entwickeln. — 

Durch das Oscillationstheorem, verbunden mit dem 
Stetigkeitsprincip, ist die Moglichkeit, die sammtlichen Normal- 
functionen des betrachteten Raumgebietes in der Form von 
Producten ZHZ von Integralen der Gleichung (42) darzu- 

*) Obige Differentialgleichnng (42) ist von derselben Form, wie 
die, durch welche Heine (Handbuch der Engelfunct. I. S. 445—48) die 
^fCjlinderfunctionen dritter Ordnnng^* definirt hat. 
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stellen, von yomherein erwiesen; doch wiirde die wirkliche 
Bestimmung der Constanten B, C, h^ wohl noch grosse Schwie- 
rigkeiten bieten. Bisher ist nur der Specialfall des dbgqilaUeten 
Botationsellipsoides behandelt worden, far welchen Mathieu (im 
letzten Capitel seines ^^Cours de physique mathematique'^) eine 
wenigstens im Falle geringer Excentricitat der Meridianellipse 
brauchbare Losung gegeben bat. Im Falle des abgeplatteten 
Rotationsellipsoides wird 6 «= 0; fiihrt man zwei Winkel d' 
und (p durch die Relationen 

^8 = h^ cos^ 0" + c^ sin^ 0", v = 6 cos y 

in die Differentialgleichungen fQr E und H ein^ so kann man 
uachher h =» setzen und erhalt: 

sin ^ ^ (sin -^ jI) — (A:*c*sin*^ — if sin« ^ + C) = = 0, 

Aus der letzten Gleicbnng folgt 

H = a cos yC((p — (Po), 

und da u innerhalb des ganzen Ellipsoids eindeutig sein muss, 
so ist fdr C das Quadrat irgend einer gamm Zahl zu setzen. 
Der Umstand; dass sich hier die eine der in den Differential- 
gleicbungen auftretenden Constanten aus der Periodicitats- 
bedingnng unabhdngig von den beiden anderm bestimmt, 
ermoglicht gerade die Losung des Problems fur das Rota- 
tionsellipsoid. Das weitere Verfahren Ma£hiev!s ist nun im 
Princip dasselbe, welches er bei der Ellipse anwandte. Er 
geht aus von der bekannten Losung fUr den Fall c = 
(wo £ eine ab^eleitete Kugelflachenfunction P^,*! (cos %), 

Z eine Function p= — und B ==m(m+ 1) wird), fugt den 

ykQ 

Ausdriicken fUr E, Z, B, welche dann gelten wiirden, Beihen 
nach steigenden Potenzen von he hinzu und bestimmt in 
diesen die Coefficienten so, dass E in Bezug auf %• periodisch 
wird und Z fttr (> = endlich bleibt. Natiirlich ist dieses Ver- 
fahren nur anwendbar, so lange die Excentricitat c klein ist, weil 
andemfalls die Oonvergenz jener Potenzreihen zweifelhaft ware. 
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d, Allgetneine Betrachtung uber die hisher besprochenen 

Specialfalle. 

AUe bisher besprochenen Specialfalle waren solche, bei 
welchen die Normalfunctionen als Prodticte am Fundionen 
je einer Coordinate dargestellt werden konnten^ also die Inte- 
gration der partiellen Differentialgleicbung auf diejenige von 
zwei oder drei gewohnlichen Differentialgleichungen zuruek- 
gefiihrt wurde. Es entsteht nun die Frage, wann dies iiber- 
haupt moglich ist Offenbar muss man zunachst^ um durch 
Producte der angegebenen Art den Grenzbedingungen (u = 

oder ^ ==» 0) geniigen zu konnen, solche Coordinaten ein- 

ftlhren; von denen je eine langs jeder Begrenzangslinie oder 
-Flacbe des gegebenen Bereiches constant ist (Durch Ein- 
fQhrung dieser Coordinaten wird der gegebene Bereich auf 
ein Rechteck bezw. Parallelepipedon abgebildet, naturlich im 
AUgemeinen nicht conform.) Die Differentialgleicbung in 
diesen Coordinaten x, y oder rr, y, z wird dann die Form (2) 
bezw. (3) S. 20 haben^ worin jedoch a^ gleich vorausgesetzt 
werde. Fiir den Fall von zwei Dimensionen lasst sich nun, 
wie ich glaube, in der That eine allgemeine durch Producte 
integrirbare Form dieser partiellen Differentialgleicbung an- 
geben^ wahrend dies bei drei Variabeln, nach dem oben 
besprochenen Beispiel der Potentialgleichung in elliptischen 
Coordinaten zu schliessen^ Schwierigkeiten bieten diirfte. Die 
erwahnte Form fiir zwei unabhangige Variabele lasst sich 
schreiben 

d. h. es muss (eventuell nach Abtrennung eines geeigneten 
gemeinsamen Factors) in der Gleichung (3) a^^ nur von Xj 
022 ^^^ ^^^ y abhangen und a die Summe einer Function 
von X alleiu und einer von y allein sein, wobei librigens aber 
diese Functionen a^^, 022^ a^, a^ ganz beliebig sein konnen. 
Man dberzeugt sich leicht, dass alle bisher vorgekommenen 
partiellen Differentialgleichungen mit zwei unabhangigen 
Variabeln sich in der That in dieser Form schreiben lassen. 
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Setzt man in der Gleichung (43) u = X{x) • T(y)y so 
kann man dieselbe in zwei gewShnliche Differentialgleichungen 
zerspalten, welche gerade die von Stwrm hetrachtete Form 
(23) haben, Um aber die Satze Sturm's anwenden zu konnen^ 
muss der Factor von k^ wenigstens in einer der beiden 
Differentialgleichungen, z. B. in der f&r X, ffir das ganze 
Interyall der unabhangigen Yariabeln positiv sein« Dies kann 
man nun dadurch erreicheU; dass man, wenn ai(x) der grosste 
negative Wertb von ai(x) ist, eine Constante a, welche 
> — ai{x)y sonst aber beliebig ist, zu a^(x) additiv und zu 
a^iy) subtractiv hinzufugt. Man erhalt dann 

worin a eine zunachst willk^liche Constante bezeichnet. Auf 
diese Gleichungen kann man nun, um das OscillaMonstheorem 
fur die Normalfunctionen XY zu beweisen, diejenige Schluss- 
weise anwenden, welche ich im Anfang dieses Paragraphen 
bei den Differentialgleichungen der „Functionen des ellipti- 
schen Cylinders" durchgefahrt habe; dabei muss nur die 
Voraussetzung gemacht werden, dass im ganzen Gebiete 
^i(^) 4" ^2(y) ^ ^s*' Denn man sieht leicht, dass far die 
genannte Schlussweise nur wesentlich ist, dass die eine der 
beiden Curven C^, C^ von einem tieferen Punkte der a- Axe 
(Ordinatenaxe) ausgeht, fiir sehr grosse Werthe von k? 
grossere Ordinaten hat und in alien Punkten starker an- 
steigt, als die andere, welche Bedingungen offenbar bei den 
Gleichungen (43') unter der Voraussetzung, dass a^ix) + a^ijf) 
heine negativen Werthe annimmt, erfullt sind. Die letztere 
Voraussetzung ihrerseits ist bei alien physikalischen Pro- 
blemen, bei denen unsere partielle Differentialgleichung auf- 
tritt, in Folge der Bedeutung des Factors von h^u erfailt; 
mathematisch lasst sie sich so formuliren: der (algebraisch) 
kleinste Werth, welchen ai(x) in dem gegebenen Intervalle 
^2<x <iXi annimmt, vermehrt um den kleinsten Werth von 
^2(2/) in dem fQr y vorgeschriebenen Intervalle, muss noch 
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^ sein. 1st a^ + Og nicht im ganzen Gebiete positiv^ so lasst 
sich das Oscillationstlieorem nnr dann beweisen, wenn far 
eine Differentialgleichung von der Form (23) mit im ge- 
gebenen Intervalle das Vorzeichm wechselndem a^ die GtLltig- 
keit der Sturm'sclien Satze 5) und 6) S. 69, d. h. die Existenz 
einer Reihe von Losungen, welche den bekannten Grenzbedin- 
gangen geniigen and im Intervalle bezw. 0, 1^ 2...m... mal 
verschwinden, bekannt ist; man muss hier also die Betrach- 
tungen des §6, S. 71 — 72, zn HUlfe nehmen, und eine ein- 
gehendere Untersuchung dieses Falles ware daher wUnscbens- 
werth. — 

In dem Falle, wo die mehrerwahnte Voraussetzong erfiillt 
ist; lasst sich wieder durch das Continuitatsprincip plausibel 
machen, dass die durch die Anzahl der Verschwindungsstellen 
von E und H charakterisirten Normalfunctionen (E.H)m,n ^'^ch 
die sammtlichen existirenden sind. Denn die Differentialgleichung 
(43) gilt fiir die Schwingungen einer rechteckigen Membran, 
deren Spannungen parallel den beiden Seitenpaaren durch 
aii{x) und a^{y) und deren Dichtigkeit bis auf einen con- 
stanten Factor durch a^ -{- a^ gegeben ist, und es ist nun 
physikalisch plausibel, dass die Anzahl der jedem Seiten- 
paare parallelen Enotenlinien bestehen bleibt (natUrlich unter 
Parallelverschiebung derselben und Aenderung der Tonhohe), 
wenn man die Spannungen und Dichte durch continuirliche 
Aenderung constant werden lasst, so dass man also bei 
diesem Uebergang gerade die sammtlichen Schwingungsarten 
der homogenen rechteckigen Membran und jede nur einmal 
erhalten muss. 

Wenn irgend ein ebener Bereich gegeben ist, fiir welchen 
die ausgezeichneten Losungen von At« + it^u »= gefunden 
werden soUen, so wird man, wie wir schon sagten, immer ver- 
suchen, solche Goordinaten einzufUhren, von welchen je eine 
langs der Begrenzungscurve bezw. langs der einzelnen Stiicke 
derselben (es wird immer eine Begrenzung aus Stucken analyti- 
scher Curyen vorausgesetzt) constant ist; hierdurch wird der ge- 
gebene Bereich auf die Flache eines Bechtecks abgebildet. Diese 
Abbildung kann nun insbesondere eine conforme sein, und in 
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der That entspricht die EinfUhrung der elliptischen und 

parabolischen Goordinaten, welche in diesem Paragraphen 

unter (a) besprochen wurde, stets einer derartigen conformen 

Abbildung. H. Weber hat nun a. a. 0. untersucht^ fur welche 

ebenen Bereiche es mit Hdlfe dieser conformen Abbildung, 

d. h. mittelst EinfQhrung neuer Coordinaten I, r^ durch die 

Relation 

x + iy^f{l'\' in) 

gelingt, die partielle Differentialgleichung 

durch Producte E(|)-H(i?) zu integriren. Die Bedingung 
hierfur ist, da die Differentialgleichung die Form 

^ + j^ + *r(i + »i?)/i'(i-iij)-«=o 

annimmt*), nach dem Vorhergehenden die, dass 

rCI + in)fiii - in) 

die Summe einer Function von | allein und einer solchen 
Yon n allein ist, und dies erfordert die Relation 

f\^ + in) ~ h\i-iri) -^^^»^-' 

wo die oberen Indices die Ableitung nach dem ganzen Argu- 
ment von f bezw. f^ bedeuten. Wird die Constante in der 
Yorstehenden Gleichung speciell gleich NaU gesetzt, so wird 
/*(S + iij) eine ganee Function gtveiten Grades^ und man 
kommt auf die parabolischen Coordinaten; im Allgemeinen 
ergiebt sich fiir f eine Exponential- bezw. trigonometrische 
Function, was auf die elliptischen Coordinaten und in einem 
speciellen Fall auf die gew5hnlichen Polarcoordinaten ftlhrt. 
Die schon besprochenen ebenen Bereiche sind demnach die 
einzigen, fur welche die conforms Abbildung in der angege- 
benen Weise zum Ziele fiihrt. 



*) Vergl. 1, § 4, S. 28, 29; dort stehen F, x', y' statt der hier 
gebranchten f, I, n- 
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§ 9. Bereiohe, welohe aliquote Theile von sohon 

behandelten sincL 

Ausser den in §§6 — 8 behandelten Bereichen giebt es 
noch eine Anzahl anderer^ fidr welche man die sammtlichen 

Normalfunctionen bei den Grenzbedingongen t* = 0, ^ = 

oder anch Aw + ^ = herstellen kann; es sind dies, allgemein 

zu redeU; solche Bereiche, welche aliquote Theile schon hehandelter 
sind, d. h. aus welchen man dadurch, dass man sie in Bezug 
auf eine oder mehrere ihrer Begrenzungslinien spiegelt oder 
jfSymmetrisch tviederhoU", Bereiche zusammensetzen kann, deren 
sammtliche Normalfiinctionen man bereits kennt. Hierin ist 
auch der Fall enthalten, dass die Spiegelung unendlich oft 
wiederholt werden muss, nnd dass der dadurch erhaltene 
schon behandelte Bereich die uvibegrenzte Ebene oder der 
unbegrenzte Eatim ist. Man kann sogar die Bereiche, um 
welche es sich hier handelt, allerdings in etwas geringerer 
Allgemeinheit, dadurch definiren, dass sie durch fortgesetzte 
symmetrische Wiederholung in Bezug auf ihre Begrenmng die 
unendliche Ebene, den unendlichen JRaum oder die voile Kugel- 
fldche liiclcenlos einfach zu Oberdecken vermogen, vorbehaltlich 
einer unten zu erortemden Beschrdnkung. Aus der letzteren 
Definition geht hervor, dass nur solche ebenen, raumlichen 
bezw. spharischen Bereiche in Betracht kommen, welche von 
lauter geraden Linien, Ebenen bezw. grossten Ereisen begrenzt 
werden. Die allgemeinere Eigenschaft, durch symmetrische 
Wiederholung in Bezug auf ein Stuck der Begrenzung schon 
behandelte Gebiete zu liefern, kommt ausserdem noch solchen 
Bereichen zu, welche selbst schon specielle Falle der in 
§§ 7 und 8 besprochenen sind (z. B. einem Kreissector, einem 
von zwei confocalen Ellipsen, einem halben Hyperbelast 
und einem Stuck der grossen oder kleinen Axe begrenzten 
Flachenstiicke) und daher keine besondere Behandlung an 
dieser Stelle erfordern. Uebrigens sind auch in der zweiten 
Definition noch solche Bereiche enthalten, namhch die Becht- 
ecke in der Ebene, die rechtwinkligen Parallelepipeda im 
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Raume und die Dreiecke mit den Winkeln —, -^, — auf 

der Kugel. Sieht man von diesen ab und znnachst auch von 
dem ebenen gleicfiseitigm Dreiecke, so sind die durch sym- 
metrischeWiederholung zusammensetzbaren schon behandelten 
Bereiche das Quadrat und der Wilrfel, also solcbe Gebiete, 
welchen mehrfache ausgezekhnete Werthe von Jc^ zukommen. 
(Dies gilt anch von den spater zn nennenden Bereichen 
insofern; als alle ausgezeichneten Werthe fiir die unend- 
liche Ebene und den unendlichen Raum unendlich viel- 
fache, aucb jene fiir die voile Kugelflache stets mehrfache 
sind.) Auf diesem Umstande beruht gerade die Moglichkeit, 
die Normalfunctionen der neuen, hier zu betrachtenden Be- 
reiche aus denjenigen der aus ihnen zusammengesetzten 
Bereiche abzuleiten; man addirt namlich die zu einem und 
demselben 1i? gehorigen Normalfunctionen des urspriinglichen 
Bereiches, nachdem sie mit wilU^iirlichen Constanten multipli- 
cirt sind; und bestimmt die Yerhaltnisse jener willktlrlichen 

Constanten so, dass der Grenzbedingung t^ = oder ^ = 

auch an denjenigen Linien oder Ebenen, welche den ur- 
spriinglichen Bereich in die neuen zerschneiden, geniigt wird, 
ein Verfahren, welches kiinftig als „Auswahl der Normal- 
functionen des Theilbereiches unter den ausgezeichneten 
Losungen des urspriinglichen Bereiches" bezeichnet werden 
moge. Dieses Verfahren ist natiirlich nur anwendbar, wenn 
fiir die neu auftretende Begrenzungsgerade oder -Ebene die Be- 

dingung w = oder -x— == gestellt ist, und zwar hat man 

in diesem Falle unter den ausgezeichneten Losungen des 
urspriinglichen Bereiches die in Bezug auf jene Gerade oder 
Ebene antisymmetrischen oder symmetrischen auszuwahlen, je- 

nachdem die Bedingung i* = oder -^ = gefordert 
ist. Wenn fiir die neue Begrenzung die Grenzbedingung 

^^ + -Q— = bestehen soil, so sind die Normalfunctionen 

' on ' 

des Theilbereiches nicht aus denen des urspriinglichen zu- 
sammensetzbar. 



142 Ueber die Gleicliting: Au -)- k^u «= 0. 

Aus dem soeben Gesagten ist ersichtlicli, dass man aus 
den der Grenzbediugung w = oder ^ s=ss geniigenden 

Normalfanctionen des urspriinglichen Bereiches diejenigen 

des Theilbereiches nicht nur fUr die Grenzbedingong u = 

du 
oder ^ = langs der ganzen Begreuzung, sondern auch 

fiir gemischte Grenisbedingungen, d. h. z. B. ii = langs der 

mit dem urspriinglichen Bereiche gemeinsamen, || = 

langs der neuen Begrenzungstheile^ ableiten kann. XJm daher 
umgekehrt aus den Normalfunctionen eines gegebenen Bereiches 
die sammtlichen Normalfunctionen eines grosseren^ durch 
symmetrische Wiederholung des ersteren erhaltenen Bereiches 
ableiten zu konnen^ miisste man nicht nur die sammtlichen 
Normalfunctionen des ersteren ftir eine der Bedingungen 

u ^=Q oder -o— = langs der ganzen Begrenzung^ sondern 

auch diejenigen ffir gemischte Grenzbedingungen kennen; 
andernfalls wird man nur specielle Normalfunctionen des zu- 
sammeugesetzten Bereiches finden konnen. 

Es ist nun weiter festzustellen^ welches die in dem Satze 
S. 140 angedeutete Beschraukung ist^ d. h. fiir wekhe von den- 
jenigen Bereichen, die durch symmetrische Wiederholung die 
unendliche Ebene oder den unendlichen Raum oder die voile 
Eugelflache einfach und luckenlos iiberdecken^ iiberhaupt die 
Normalfunctionen aus bisher bekanoten ausgezeichneten 
Losungen von Aw + ifc^t* = abgeleitet werden konnen. 
Die ausgezeichneten Losungen fiir die unendliche Ebene und 
den unendlichen Eaum Tminen definirt werden als uberaUy 
auch im Unendlichen, eindeutige, endliche und stetige Uiswngen. 

Unter diesen sind nun, da der Bedingung w = oder ^ = 

auf einem Systeme sich periodisch wiederholender geradliniger 
Begrenzungen geniigt werden soil, die in Beeug auf die redit- 
mnhligen Coordinaten x und y periodischen zu benutzen, also 
trigonometrische FuncHonen linearer Aggregate von x und y. 
Dass man nur periodische LSsungen gebrauchen kann, folgt 
daraus; dass man andernfalls fiir den zu betrachtenden Theil- 
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bereich nnendlich yiele verschiedene^ zu demselbeu A;^ gehorige 
Normalfanctionen erhalten wilrde. Solche trigonometrischen 
Functionen iind ikre Differentialquotienten nach einer be- 
stimmten Richtung verschwinden nun, wie man sicli leicht 
iiberzeugt, nor Idngs getvisser Schaaren unbegreneter gerader 
lAnien bejsw. Ebenen. Daraus folgt, dass man auf dem an- 
gegebenen Wege die sammtlichen Normalfunctionen nur fur 
solche Bereiche finden kann^ welche aus der Ebene heaw. dem 
Baume durch Schaaren aquidistanter paralleler gerader Linien 
hzw. Ebenen aiisgeschnitten werden und ausserdem durch 
symnetrische Wiederholung die ganze Ebene bezw. den ganzen 
Raum einfach und luckenlos ausftillen. Die erstere Bedingung 
kann man auch so aussprechen : die Anzahl der ebenen Bereiche, 
die in einem PunJcte, wnd der raumlichen Bereiche, die in einer 
Kante zusammenirejfen, muss stets gerade sein] denn ware 
sie ungerade, so wtlrden nur unendlich viele Stiicke von ge- 
raden Linien und Ebenen , nicht letztere in ihrer ganzen 
Erstreckung die Grenzen der Bereiche bilden. Diese Be- 
dingung^ welche die auf S. 140 in Aussicht gestellte 6e- 
schrankung bildet, ergiebt sich auch durch folgende^ gewisser- 
massen umgekehrte Betrachtung. Hat man fiir einen von 
Geraden bezw. Ebenen begrenzten Bereich, welch er der all- 
gemeinen Definition (S. 140) entspricht, irgend eine der Grenz- 

bedingung 1) i* = oder 2) g— = an seiner ganzen 

Begrenzung genugende Normalfunction u gefunden^ so kann 
man dieselbe in bekannter Weise liber die Begrenzung hinaus 
analytisch fortsetzen, und zwar muss dies im ersten Fall 
nothwendig antisymmetrisch, im zweiten symmetrisch geschehen, 
weil eine Losung von tiu -j- A^u = langs einer Linie oder 
Flache nicht zugleich mit ihren ersten Differentialquotienten 
verschwinden kann, wie wir im III. Theile noch ausfuhr- 
licher sehen werden. Wenn nun der Winkel zwischen zwei 
Begrenzungslinien bezw. -Plachen des gegebenen Bereiches 

nicht — , unter n eine ganze Zahl verstanden, sondem - — j—r 

betruge, so wUrde die analytisch fortgesetzte Function u nach 
einmaliger Umlaufung der betreffenden Ecke bezw. Kante das 
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Vorzeichm gewechselt haben, also nicht in der ganzen Ebene 
bezw. dem ganzen Raume eindetUig sein. 

Ausgeschlossen werden durcb die erorterte Beschrankung 
von ebenen Bereichen der Bhombus und das gMchschenklige 
Dreieck vom WinJcel 120^, sowie das regelmassige Sechsedc, von 
raumlichen z. B. das Ehombendodekaeder, mit welchen Be- 
reichen man sonst durch symmetrische Wiederholung die 
Ebene bezw. den Baum einfach und liickenlos ausftillen konnte; 
diejenigen Normalfunctionen dieser Bereiche, welche nicht 
schon ihren spater zu erwabnenden aliquoten Theilen (z. B. 
dem gleichseitigen Dreieck) angehoren, sind also keine trigo- 
nometrischen; sondern weit complicirtere Functionen, deren 
Eenntniss iibrigens vom mathematischen Standpunkte gerade 
sehr interessant sein wiirde. 

Die ebenen Bereiche, welche wir gemass der nunmehr 
beschrankten Definition hier zu betrachten haben werden, 
sind nun folgende: das gleichschenJclige rechtwinklige Dreieck, 
das gUichseitige Dreieck und das rechtwinklige Dreieck mil 
den Winkeln 30® und 60® (ansserdem das Rechteck und seine 
Grenzfalle, die wir natiirlich bei Seite lassen). 

Im Eaume von drei Dimensionen kommen in Betracht*): 
zunachst diejenigen geraden Prismen, welche zum Querschnitt 
einen der soeben genannten ebenen Bereiche haben, sodann 
zwei Tetraeder, die aliquote Theile des Wurfels sind; die eine 
Art (das „tetrafedre ^" Lame's) liefert den ganzen Wiirfel nach 

sechsmaliger Spiegelung und hat die Flachenwinkel y; y; 

y, -g, -J-; T ^^^ 2u Seitenflachen zwei gleichschenklige 
rechtwinklige Dreiecke und zwei rechtwinklige Dreiecke vom 

Kathetenverhaltniss 1 : )/2 ; die Tetraeder der anderen Art 
(„tetrafedre ^"), von welchen 24 den Wdrfel ausfiillen, 

besitzen die Flachenwinkel "o" ; v ; Y ; y ; "ft" ? T ^^^ haben 



*) Ueber das allgemeine Problem der regelm3«Bigen Raumtheilnng 
vergleiche man die Arbeiten yon A. Schdnflies, Math. Annalen 28^ 29 
und 84. 
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eine, den einen rechten Winkel halbirende Symmetrieebene, 
durch welche sie in zwei Tetraeder der ersten Art getheilt 
werden. 

Fdr Bereiche, welche symmetrisch tmederhoU die ganze 
Kngelflache einfach und lUckenlos uberdecken, ergiebt sich, 
damit ihre Normalfunctionen darch geeignete Auswahl der 
ausgezeichneten Losungen fur die Kugelflache, d. i. der 
Kugelfldchenfunctionen im gewohnliclien Sinne (Laplace'scben 
Functionen), zu erhalten sind, auf Grund geometrischer 
Untersuchungen, die in der Functionentheorie wohl be- 
kannt sind*), ebenfalls die Bedingung, doss in jeder Ecke 
eine gerade Anzahl von Theilbereichen zusammenstossen 
muss. Die letzteren miissen demnach spharische Dreiecke 
sein, und zwar solche, die van Symmetrieebenen regularer 
Polyeder aui^eschnitten werden ^ oder aber solche mit zwei 

rechten Winkeln und einem Winkel von — Die letzteren, 

zu denen insbesondere auch der Kugelfldehenoctant gehort; 
brauchen, wie schon oben erwahnt, hier nicht noch einmal 
betracbtet zu werden. Zur ersteren Art gehoren nur die 

spharischen Dreiecke mit folgenden Winkeln: y, y, y, 
ausgeschnitten durch die Symmetrieebenen des Tetraeders 
und /^^^ der ganzen Kugelflache bedeckend; y, y, -—, aus- 
geschnitten durch die Symmetrieebenen des Octaeders oder 
Wurfels, die Halfte des vorigen; y, y, y, ausgeschnitten 
durch die Symmetrieebenen des Fentagondodekaeders oder des 
Ikosaeders, j^ der Kugelflache. 

Wir wenden uns jetzt zur speciellen Besprechung der 
ausgezeichneten Losungen fUr die im Vorhergehenden auf- 
gezahlten Bereiche. Dabei brauchen wir aber auf die ali- 
quoten Theile des Quadrates, quadratischen Prismas und 
Wiirfels nicht naher einzugehen, weil dieselben nichts wesent- 
lich Neues bieten. Es sei in Betreff dieser Bereiche auf Lame's 



*) Vergl. H. A. Schwarz, Cielle's Journal 75, 1872. 

Fookels, Diffeieutialgleichung. 10 
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ausfiihrliche Darstellung in der „Theorie de la ckaleur^^ 1861, 
(p. Ill — 149 U.347 — 391) hingewiesen, wo fiir dieselben nicht 
nur die Normalfunctionen w^,„ ffir die verschiedenen Grenzbedin- 

gungen aufgestellt, sondem anch jedesmal die Integrslefful^ndf 

bezw. fff^mndv bereclinet werden, welche man ja kennen 

muss, um die Coefficienten der Entwickelung einer willkur- 
lichen Function nach jenen Normalfunctionen bestimmen zu 
konnen (oder auch den constanten Factor, welchen man in 
die Normalfunctionen aufnehmen muss, damit sie genau der 
auf S, 57 gegebenen Definition entsprechen). — Als Beispiel 
mogen hier nur die Losungen fUr das gleichschenklige reckt- 
mnUige Dreieck von der Eatbete a angefiihrt werden. Die 
Seiten des Dreiecks seien: y = 0, a? = 0, x -^ y = a. Dann 
erhalt man*), wenn auf alien drei Seiten ti = sein soil: 

Wot,« = sm sm — - + (— l)'w+»+i sm sm — - : 

wenn auf alien drei Seiten -o— = sein soil : 

on 

mux nny . , ^\«_l.« nnx tnny 
Um^n = COS COS + ( — 1)"*+" COS COS I 

wenn auf den Katheten w = 0, auf der Hypotenuse 

o— = — = (q — h ^-) = jrefordert ist: 
on j/2 \oy * ox/ ^ 

. mnx . nny . , -,\^_l.„ • nnx . tnny 
Um,n = Sin sin — - + ( — l)'»+» sm sm — - : 

endlich, wenn umgekehrt fQr die Hypotenuse w = 0, fur 
die Katheten ^ = vorgeschrieben ist: 

mnx nny . , <\,„_i_«_i_i nnx mny 
Mm.n = COS COS + ( — l)"»+n+l qqq ^Qg ^. 

in alien Fallen ist ft^,„ = (— ] (m^ + n*). Mehrfache aus- 

gezeichnete Werthe sind hier nur noch diejenigen, fur welche 
sich m* + n* noch auf mindestens eine andere Weise in die 
Summe zweier Quadrate ganzer Zahlen zerlegen lasst; denn 



*) Lami^ Th^orie de la chaleur, p. Ill— 129. 
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eine blosse Vertauschung von m und n (oder von x und y) 
andert jetzt die Normalfunctionen entweder gar nicht oder nur 

ihr Vorzeichen. — Bind die Grenzbedingungen lu -{- w- ^= 

fiir die Katheten, Aw + ^ = fUr die Hypotenuse mit 

constaniem I und h zu befriedigen^ so sind die Normalfunc- 
tionen von der Form*) 

mn(x — Xr.) nniy — Vn) 

w = COS — ^- cos — ^^ 

' a a 

. nn(x — Vo) mn(y — Xr.) 
+ COS ^^ ^^ COS — , 

wobei das obere Vorzeichen eine Reibe in Bezug auf die 
Hohe y = X symmetrischer, das untere eine Beihe in Bezug 
auf dieselbe antisymmetrischer Normalfunctionen liefert. Die 
Constanten x^^ y^, m, n bestimmen sich durch die transcen- 
denten Gleichungen 

tg ^ = , tg — ^ = — , 

° a mn ' ^ a nn^ 

tg jc /^_i^ — ^^o + ^yo \ ^ « ^V^ Qjgj. ^ _ ^ m + n 
°\2 a ) n m-^- n ^ h l/2 ' 

tg jr h-^ — ^^0 - ^yo ) = £ ^V^ Oder = — - ^-_^ 

WO auf der rechten Seite der beiden letzten Gleichungen der 
erste oder zweite Ausdruck zu setzen ist, je nachdem in dem 
obigen Ausdruck far Um,n das obere oder untere Vorzeichen 
gewahlt wird. Die ausgezeichneten Werthe von Tz^ sind nach 

wie vor durch ^— j {w? + ^*) gegeben. — 

Gemass der Bemerkung auf S. 141 sind die zuletzt betrach- 
teten t«m,n nicht unter den Normalfunctionen des Quadrates bei 

der Grenzbedingung Jw + ^ *^ ^ enthalten, und analog wiirde 

es sich bei den beiden Arten von Tetraedem verhalten, wenn 
fiir solche Begrenzungsflachen, welche bei der Zusammen- 
setzung der Tetraeder zum Wiirfel in das Innere des letzteren 



*) Lame, I.e. p. 347 ft. 

10* 
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zu liegen kommen^ die Grenzbedingang hu -i- 7^- = zu 

erfuUen ware. Doch hat Lame auch fur diese Falle die 
Normalfanctionen in der Gestalt von Aggregaten trigono- 
metrischer Fnnctionen (bestehend aus secbs Gliedem^ deren 
jedes drei Cosinus-Faetoren enthalt) aufgestellt, ohne aber 
mitzntheilen, auf welchem Wege er dazu gelangt ist. — 

Mehr Interesse bietet der Fall des gleichseitigen Dreiecks 
(oder des Prismas mit gleichseitigem Dreieck als Qaerschnitt), 
welcher von Lame ausfahrlich in der „Theorie de la chaleur" 
(p. 149 — 207 und 347—371), sowie auch gelegentlich der 
Schwingungen einer gleichseitig dreieckigen Membran in seinen 
„Le9ons sur la theorie de Telasticite" (1866) behandelt worden 
ist. Da dieses Problem sonst in der Litteratur wenig Be- 
rucksicbtigung gefunden bat (kurze Notizen daruber finden 
sicb bei Rayleigh und Routh), so ist vielleicbt angebracbt; 
bier naber darauf einzugeben. 

Lame bat sicb bei der Aufstellung der Normalfunctionen 
des gleicbseitigen Dreiecks nicbt der recbtwinkligen, sondern 
einer Art von Dreieckscoordinaten bedient; er fubrt namlich 
als Coordinaten eines Punktes dessen Abstande P, P', P" 
von denjenigen drei Geraden ein, welcbe man parallel zu 
den Seiten durcb den Mittelpunkt des dem Dreieck ein- 
bescbriebenen Kreises zieben kann. Ist der Radius des 
letzteren r, so liegen die Wertbe von P, P', P" fiir alia 
Punkte innerbalb des Dreiecks zwiscben + ^ iind — 2r, und 
die Seiten werden dargestellt durcb die Gleicbungen P = r, 
P' = r, P" = r; zwiscben P, P' und P" bestebt die Relation 
P '\' P' -\- P" ^= 0. Liegt der NuUpunkt eines recbtwink- 
ligen Coordinatensystems X 3f im Punkte P = P' = P" = 
und bilden die Dreiecksseiten mit der X-Axe die Winkel 
a, a J a", so ist 

P = a? cos a + y s"! «j P' = a? cos a' + y sin a', 

= X cos a + y sm a . 

Da nun, wie wir geseben baben, die Normalfunctionen des 
gleicbseitigen Dreiecks trigonometrische Functionen linearer 



Von den auBgezeichneten LttBungen. § 9. 149 

Aggregate von Xy y sind, so mtlssen sie auch solche von 
P, P', P" sein, also von der Form 

(44) cos {IP + mP' + nF' + p), 

wo ?, w, M, p Constanten sind. Soil der vorstehende Aus- 
druck der partiellen Differentialgleichung Aw + k^u = 
genOgen, so muss, wie man mit Iliicksicht auf die obigen 
Formeln fiir P, P', P" sofort findet, 

^2 — p _j_ ^2 _j_ ^2 _j_ 2mn cos {a — a") + 2nl cos {a" — a) 

-\- 2lm cos (a — a') 

sem, Oder, da a — a = a — a = a — a = — ist, 

]c^ =P -\- m^ -^ n^ — mw — In — ml. 

In dem Argumente des cos. in (44) kann man die drei Zahlen 
I, My n beliebig mit einander vertauscJien und ausserdem p 

willkiirlicli, (z. B. = und y)? wahlen, ohne dass sich der 

Werth von Tc^ andert; demnach gehoren zu einem und dem- 
selben h^ zunachst zwolf verschiedene trigonometrische Aus- 
driieke von der Form (44). 

Soil nun langs der drei Seiten, d. h. ftir P =i^ r^ P' = r^ 
P" = r, die Bedingung w = erfuUt sein, so mtlssen, wie 
Lame gefunden bat (er theilt nur die Verification mit), 

O -_ O ,m O iff 

I, m, n bezw. gleich--A, —^, —v sein, wobei A, ft, v 
irgend drei der Bedingung 

geniigende game Zahlen sind; femer konnen die zwolf Aus- 
drficke von der Form (44) nur in zwei verschiedenen Ver- 
bindungen zu je 6 auftreten. Diese zwei Ausdrilcke konnen, 
wie ja immer die Normalfunctionen im Falle eines zweifachen 
ausgezeichneten Werthes, auf unendlicb mannigfaltige-Weise 
ausgewahlt werden; Lamne bestimmt sie so, dass sie bequem 
zur Herstellung der ausgezeichneten Losungen fur das halhe 
gleichseitige Dreieck (also das rechtwinklige Dreieck mit 
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einem Wintel von 30^) zu benutzen sind, — was mit der 
Bevorzugung einer Coordinate, z. B. P, vor den beiden andem 
verknUpft ist. Setzt man 



(45) 



27r 
97 

2 71 



(liP+vF' + kP'' + 3fir) 

(yP+ IP' + iiP'' + 3vr) 
(vP+ iiF + IP" + 3vr) 
(fiP+ AP' + i;P" + 3/tr) 



9r 

2gr 
97 

29r 
97 

27C 

9r 

27t 



A, 



9r 






und: 
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sin .4,- = 5,-, sin Ai' = s/, cos Ai = c,-, cos A/ = c/(i = 1, 2, 3), 

so sind 

Wi = Ci — c/ + C2 — c/ + C3 — Cg', 

«*2 = «1 + ^1' + 52 + V + 58 + V 

jene^ beiden you Lame ausgewahlten ausgezeichneten Losungen. 
In Bezug auf die zur Seite P = r senkrechte Hohenlinie 
(auf welcher P' = P" ist) ist oflFenbar u^ antisymmetrischy 
t*2 symmetrisch, woraus folgt, dass das uber die ganze Plache 

des Dreiecks erstreckte Integral / j u^u^dxdy verschwindet. 
Demnach sind % und ti^ zu einander orthogonal und bis auf 
geeignete constante Factoren (die beide = — sind J Nor- 

malfunctionen des gleichseitigm Ih'eieclcs hei der Grenzbedingung 
u sss» 0, aus welchen sich alle anderen zu demselben Werthe 

gehorenden ausgezeichneten Losungen linear zusammensetzen 
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lassen^ z. B. diejemgen^ welche in Bezug auf eine der beiden 
anderen Hohenlinien symmetrisch oder antisymmetrisch sind 
und somit aus u^, u^ durch cyklische Vertauschung von 
P, P', P" erhalten werden. 

Bei der Grenzbedingnng fj - eind 

Uj = Sj $1 -f- $2 ^2 "T* Sg ^3 , 

< = ^1 + Cl' + ^2 + ^2 + Cg + Cjj' 

die beiden zum Werthe ^ = 07 \/ ^^^ + !■** + ''*) gehori- 

gen Normalfunctionen^ von denen die eine (u^) symmetrisch, 
die andere (Ui) antisymmetrisch in Bezug auf die H5hen- 
linie F = P" ist. 

In Folge der genannten Symmetrieeigenschaften sind 
Wj, 1*27 **i'; ^h *^^^ Normalfunctionen des rechtwinkligen Breir 
ecks mit einem Winkel von 30^, welches die Halfte des durch 
die Hohe P' = P" getheilten gleichseitigen Dreiects bildet, 
und zwar gelten sie, wenn man die Hypotenuse mit c, die 
kQrzere Eathete mit a, die langere mit h bezeichnet, bei 
folgenden Grenzbedingungen: 

u^ f fir w = auf a, 6 und c, 

Uo fur w = auf a und c, -^- = auf 6, 

m/ far w = auf 6, q— = auf a und c. 

ti/ fiir ^- = auf a, 6 und c. 

^ on ^ 

Die ausgezeichneten Werthe Ic^ sind in alien diesen Fallen 
diesdbeny wie beim gleichseitigen Dreieck, jedoch sind sie im 
AUgemeinen nur einfache. 

r^ . — 

Lame hat auch fttr die Grenzbedingung Aw+ o— =0 

(mit gleichem und constantem h an alien drei Seiten) die- 
jenigen Normalfunctionen des gleichseitigen Dreiecks, welche 
in Bezug auf alle drei Hohenlinien symmetrisch sind, in 
der Gestalt von Aggregaten trigonometrischer Functionen 
anfgestellt (1. c. p. 356 — 63); doch kann hier auf die be- 
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treffenden sehr umstandlichen Entwickelungen nicht ein- 
gegangen werden. Dagegen mogen noch einige BemerkuDgen 
liber die ausgezeichneten Werthe von W und die Enoten- 
linien far das glekhseitige Dreieck hei der Grenebedingung 
u = Platz finden. 

Oben wurde erwahnt, dass Jc^ = — l—j (A^ + i^^ +. ^^) 

ist^ wo Xj [if V drei ganze Zahlen bedeuten^ deren Summe 
gleichNull ist; diese drei Zahlen unterliegen noch der weiteren 
Beschrankung, dass Jceine von ihnen = sein darf, weil in 
diesem Falle u^ und u^ sich beide auf reduciren wiirden. 
Indeni man der Bedingung X -\- ^ '\- v = entsprechend 
A* = (ft + i;)^ einsetzt; erhalt man die bequemere Formel 

(46) A;*==^(»y(^» + pv + ^«), 

worin nun ft, v irgend zwei von einander unahhdngige, positive 
Oder negative ganze Zahlen sindy weldie nur aiis deni soeben 
angefUhrten Grunde der Bedingung unterworfen sind, da>ss weder 
eine von ihnen filr sich, noch ihre Summe = ist, Man kann 
endlich auch schreiben 

(46') fc2_^(^)='(^',_^3^',)^ 

indem man ^ -{- v =^ v', ii — v = ft' setzt; den ganzen 
Zahlen ft', v' muss man dann jedoch eine grossere Anzahl 
von Beschrankungen auferlegen^ namlich folgende: sie durfen 
dem absoluten Werthe nach nicht gleich sein^ sie miissen 
beide gerade oder beide ungerade sein, v' darf nicht = 
sein. — Man sieht aus (46), weil man darin ft mit v ver- 
tauschen kann, ohne dass sich die rechte Seite andert, dass 
die ausgemchneten Werthe h^ fur das gleichseitige Dreieck min- 
destens zweifach sind, sofern nicht ^ = v ist. 

Was zunachst den letztgenannten speciellen Fall (ft = v) 
betriflFt, so wird in demselben 

wo iti,i der kleinste alter uberhau/pt vorkommenden ausgezeich- 
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neten Werthe ist. Diesen Werthen A;^,^ eutsprechen dem- 
Dach bei der gleichformig gespannten homogenen Membran 
von der Gestalt eines gleichseitigen Dreiecks (von derHoheSr) 
die harmonischen Obertone des Grundtones] leizterer stimmt 
uberein mit dem Grundtone eines Quadrates^ dessen Diagonale 
gleich der HShe Zr des gleichseitigen Dreiecks ist, woraus her- 
vorgeht, dass sich der Flacheninhalt des gleichseitigen Drei- 
ecks zu jenem des Quadrates von gleichem Grundton wie 

2 : ]/3 verhalt. — Die Knotenlinien sind im vorliegenden 
Falle [1 = V Parallele gu den Seiten des Dreiecks, welche das 
letztere in ft* congmente gleichseitige Dreiecke theilen. 

Im allgemeinen Falle, wo ft ^ v ist, fQhrt die Frage nach 

der Multiplicitat von k^ auf das zablentheoretische Problem, 
sdmmtliche DarsteUungen einer gegebenen ganzen Zahl m durch 

die quadratische Form ft^ + fn; + ^^ oder — (f^'^ + 3i/'^) 0u 

finden*). — Man wtirde zu diesem Zwecke die Zahl m in ihre 
complexen Primfactoren von der Form a + /3p und a + /3p*, 
wo Q eine dritte Einheitswurzel bedeutet, zu zerlegen und dann 
ahnlich zu verfahren haben, wie bei der Darstellung durch die 
Summe zweier einfacher Quadrate, wobei die complexen 
Primfactoren a + /Si und a — /Si zu ermitteln waren (vergl. 
S.80,81). — Die ausgezeichneten Werthe it* ordnen sich in ebenso 

viele Reihen, deren Glieder aus dem Anfangsglied f— j ^ 

durch Multiplication mit 2\ 3^, 4* • • • hervorgehen, und von 
denen jede einer Beihe harmonischer Tone entspricht, als es 
ganze Zahlen m giebt, welche sich in der Form 

darstellen lassen und nicht durch eine Quadratzahl theilbar 
sind. Dazu kommt noch eine Beihe, fur welche ft^+ftv + i'^ 

selbst eine Quadratzahl ist, und deren Anfangsglied y ( a / 



*) N3,heres iiber dieses zahlentheoretische Problem findet man 
z. B. in Bachmann'8 „Lehre von der 'Kreisthei lung" (Leipzig 1874), 
S. 138-144 und 186—199. 
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kein zulassiger ausgezeichneter Werth ist^ well dasselbe fur 
ft = 0, V = + 1 erhalten wird. Die Tone dieser Reihe 
Bind identisch mit den harmonischen Obertonen des tiefsten 

Tones eines Quadrates ; dessen Diagondle das y-fache yon 

der Seite a des Dreiecks ist; hierher gehort z. B. die Zahl 
m = 5* + 5 • 3 + 3* = 7*. Andere bemerkenswerthe Falle 
sind derjenige^ wo m = ft* + fiv + v* die Summe ewder 
QuadrcUgdhlen ist; und wo die entsprechenden Tone iiberein- 
stimmen mit den harmonischen Obertonen des Grondtones des 

Qaadrates Ton der Seite i a, ferner der, wo ^ die Summe zweier 

Quadratzahlen ist^ und wo dann die Tone zugleich dem Qua- 

drate von der Seite -^ ** (welches Lame nicht ganz zutreffend 

das dem gleichseitigen Dreiecke eingeschriebene nennt) als 
Grundton und dessen harmonische Obertone zukommen; 
letzterer Pall liegt z. B. vor far ft = 5, v = 2, sowie fiir 
ft = 10, 1/ = 7. Endlich ist noch der (die vorgenannten 
nicht ausschliessende) Fall zu erwahnen, dass ft^i/(^A) mod. 3 
ist, welche Congruenz zur Polge hat, dass die Functionen u^ 
und Wa sich bei cyklischer Vertauschung von P, P', P" nicht 
andern, also das System der zu jeder von ihnen gehorigen 
Knotenlinien in Beeug auf alle drei Hohenlinien symme- 
trisch ist 

Die Figuren 14 bis 17 stellen die Knotenlinien fiir einige 
einfache Falle dar; dief entsprechenden Werthe von ft, v. A, 
die Normalfunctiou, welcher die Knotenlinien zukommen, und 
die Schwingungszahlen der Tone bezogen auf diejenige (N^) 
des Grundtones sind bei jeder Figur angegeben. Fiir den Fall 
ft=l, v = 2 habe ich dieEntfemung der Schnittpunkte der zu 
u^ gehorigen Ejiotenlinie mit den Seiten von der Spitze des 

1 71 f> 

Dreiecks zu ' _ • 2r berechnet, wonach diese Schnittpunkte 

nahe zusammenfallen mit denjenigen des um die Spitze be- 
schriebenen, durch den Schwerpunkt des Dreiecks gehenden 
Kreises, der sich daher mit der Knotenlinie iiberhaupt fast 
decken wird. Fiir diesen, dem zweittiefsten Tone entsprechen- 
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den Fall babe ich auch in Figur 14a bis d den Uebergang 
von der Hohenlinie w^ = zur Curre tia = angedeutet 

Fig. 14. 







u. 



u« 



^ =« 1, v = 2, X = — 3. 



Pig. 15. 



Pig. 16. 



Pig. 17. 






u. 



u. 



u, 



t*t 



^=ys=2, A=— 4. ^=l,v«4,Z=— 5. 



^=2,v==4,X = — 6. 



Wie schon zu Anfang dieses Paragraphen erortert wurde, 
kann man aus den bekannten Normalfunctionen eines gerad- 
linig begrenzten Bereiches sogleich durch analytische Fort- 
setzuiig einen Theil der Normalfunctionen solcher Bereiche 
ableiten, welche aus dem gegebenen durch symmetrische 
Wiederholung erhalten werden. So liefem z. B. u^ und Wg, 
iiber die Seiten des gleichseitigen Dreiecks hinaus antisym- 
metrisch fortgesetzt^ Normalfunctionen des Rhombtis vom 
Winkel 120^ und des regelmdssigen SechsecJcs bei der Grenz- 
bedingung w = 0, und u^ ergiebt auch solche des gleich- 
schenJcligen Dreiecks vom Winkel 120® bei derselben Grenz- 
bedingung; specielle Knotenliniensysteme dieser Bereiche sind 
demnach auch in den vorstehenden Figuren enthalten bezw. 
durch symmetrische Wiederholung derselben zu construiren, 
Nebenstehend sind verschiedene Knotenlinien des Rhom- 
bus von 120®, welche alle in den beiden letzten Figuren 
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Fig. 18. 




fiir das gleichseitige Dreieck enthalten sind und zu einem 
und demselben Werthe k^ gehoren^ noch einmal beson- 
ders dargestellt. Es ist mteressant, die Figuren 18 a und 

18 b mit den Fig. 2 g und 3 g far 
das Quadrat zu vergleichen. Denn 
es ist unzweifelhaft, dass bei einem 
stetigen Uebergange des Qaadrats 
in den betrachteten Rhombus die 
Enotenlinien in Fig. 2g und 18 a 
einerseits, diejenigen in Fig. 3g und 
18 b andererseits stetig in einander 
iibergehen, und da beim Quadrat 
die beiden Knotenliniensjsteme zu 
verschiedenen T5nen gehoren, so liegt 
hier der besondere Fall vor, dass bei 
stetiger Aenderung der Begrenzung 
0ioei ursprunglich verschiedene am- 
gezekhnete Werthe k^ einander gleich 
werden. Die Normalfunction des 
Rhombus von 120^, bei welcher die 
langere Diagonale allein Knoten- 
linie ist (bei der Grenzbedingung 
w = 0), ist unter den Functionen 
Wi, 1*2, Wj', ti^ nicht enthalten; jeden- 

falls wird sie aber zu einem von A?' i , 
dem kleinsten ausgezeichneten Werthe fiir das gleichseitige 
Dreieck y welchem beim Rhombus die kurze Diagonale als 
Knotenlinie entspricht, verschiedenen Werthe 1^ gehoren, so 
dass heim Uebergange des Quadrats in den Bhomhus umgekehrt 
die beiden ursprunglich msammenfallenden Wurgeln k^, m wel- 
clien die auf der einen und auf der andern Diagonale ver- 
schmndenden Normalfundionen gehoren^ sich trennen. — 

Es waren nun noch die Normalfunctionen der oben 
erwahnten sphdrischen Dreiecke, welche nach ihren Winkeln 

, T , [n n it\ In n n\ (n n n\ , 

bezw. durch (y, y, yj, (y, y, ^j, (y, -, -J be- 
zeichnet werden mogen^ zu besprechen; hieruber sind jedoch 
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noch keine besonderen Untersuchungen yorhanden, weshalb 
wir uns auf die Angabe derjenigen NormalfuDctioneii be- 
scliranken wollen^ welche bei der Grenzbedingung t^ =» im 
Innern jener Dreiecke nirgends verschmndeny also den Grund- 
tonen yon Luftschichten mit offenem Bande von der Gestalt 
jener Dreiecke entsprechen. Diese Normalfunctionen sind 
Kugdflachenftmctionen bezw. vom 6**°, 9*®^, 15*®" Grade, welche 
auf 6, 9, 15 grossten Kreisen, die bezw. in den Symmetric- 
ebenen des Tetraeders, Octaeders und Ikosaeders liegen, 
verschwinden. Man erhalt dieselben (abgesehen yon con- 
stanten Factoren), indem man in nachstehenden Ausdriicken 
die rechtwinkligen Goordinaten x^ y, z der Bedingung 
^^ + y* + ^^ = Const, unterwirft: 

I. {x^ — y^) (y« — z^) {f — x") , 

n. xyz{ix? — y^){y^ — z^)z^ — x^y 

n=4 - 



HI.*) JJ (^ sin IJ^ + y cos 1^) 



n=0 



' {2z cos -g- + a? cos —z y sm —r- ) 

(o « 2nn , . 2nn\ 

2z cos -T- -- a; cos — r — \- y sm -v-)- 

Denn einerseits sieht man sofort, dass diese Ausdriicke bezw. 
auf den Symmetrieebenen eines Tetraeders^ Oktaeders nnd 
Ikosaeders yerschwinden und sonst nirgends, andererseits 
lasst sich leicht durch folgende Betrachtong (K)**), die 
wir nur fur das Ikosaeder ausfiihren^ zeigen, dass sie 
raumliche Kugelfunctionen sind. Bekanntlich ***) sind bei 
deu Ikosaederdrehungen ausser x^ -{- y^ -\' z^ nur je eine 
ganze rationale Function 6*«° Grades (£), 10*^"^ Grades {C) 



*) Vergl. z. 6. E. Gourstxt: fltude des surfaces qui admettent 
tons les plans de sym^trie d'nn poly^dre r^gulier. Ann. de Tficole 
Normale sup^rieure (3) IV; 1887, p. 14. 

**) Angedeutet schon in einer Anmerknng zu dem Anfsatze fiber 
Lam^'sche Fnnctionen, Math. Ann. 18^ p. 239. 

***) F.Klein^ Vorlesnngen fiber das Ikosaeder, Leipzig 1884. p. 219. 
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und 15**^ Grades (D, bis auf einen Factor libereinstimmend 
mit III) invariant. Aus diesen Functionen ist nun der 
zweite Differentialparameter yon D oder vom Ansdracke (III); 
well er vom 13^'' Grade ist, nicht zusammensetzbar; da 
derselbe aber dennpcfa^ wie D selbst^ bei den -Ikosaeder- 
drehungen invariant sein muss, so ist er nothwendig = 0. 
Folglich ist (III) eine raumliche Kugelfunction. Durch eine 
entsprechende Schlussweise wfirde dies nun aueh fur die 
Functionen (II) und (I) zu beweisen sein. — Fur die aus 
den letzteren durch EinfQhrung der Relation a?^+y*+jei*c=l 
abgeleiteten Kugelflachenfunctionen finde ich durch eine ein- 
fache Rechnung folgende Ausdriicke: 

(I') P6,2(co8'9')cos29?— — P6,6(cosd)cos69) f^r(Y,f,|), 

(II') P9,4(cos'9')sin49?— — P9,8(coS'9')sin8 9? fur(|, ^j^, 

wobei q> von einer dem gewahlten Tetraeder nicht zukom- 
menden Symmetrieebene des Octaeders an gerechnet und 
P„,m die bekanntermassen durch nachstehende Sumnie defi- 
nirte ^^zugeordnete Kugelfunction'^ ist: 

Pn,n.(cOS ^) = Sin-^ { (cOS^)«— - ^^^Z^g^^^ (coS ^)«---2 
^ 2.4.(2w-l)(2« — 3) K^^^'tr) j 

Die entsptechenden Werthe von Tc^ sind nach § 7 b, wenn 
der Radius der Kugel = 1 ist, 6 . 7 «= 42 und 9 . 10 = 90 ; 

ist der Radius = r, so tritt der Factor —^ hinzu. 



Anmerkung 1. Hiermit sind die Bereiche, welche zu 
der im Anfang des letzten Paragraphen definirten Classe 
gehoren, erschbpffc, und damit iiberhaupt alle Falle, in wel- 
chen man die Normalfunctionen bisher aufgefunden hat, wenn 
man von einem Versuche Mathieu^s absieht, die letzteren fOr 
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ebene Bereiche zu bestimmen, die von 0wei excentrischen 
Ereisen oder von zwei confoccUen Cassini'schen Curven begrenzt 
werden*). Mathieu ftihrt auch zur Behandlung dieser Pro- 
bleme diejenigen kmmmlinigen Coordinaten ein, welche die 
conforme Ahbildung der genannten Bereiche auf ein BechtecJc 
vermitteln, und von welchen also die eine auf den Begren- 
znngscurven constant ist; dann lasst sich aber die transfor- 
mirte partielle Differentialgleichung Au -{- Js^u = nicht 
durch Producte aus Functionen von je einer Variabeln inte- 
grireU; wie aus dem am Schlusse des § 8 Gesagten hervor- 
geht**). Mathieu set'zt nun ftlr die Normalfunctionen u Reihen 
an, welche nach Potenzen der einen, auf den Begrenzungs- 
curven constanten Variabeln fortschreiten , und entwickelt 
auch den Factor von Ic^u in eine solche Potenzreihe; fiir die 
Coefficienten in dieser Reihe, welche Functionen der anderen 
Variabeln allein sind, ergiebt sich dann ein System gewohn- 
licher linearer Diflferentialgleichungen zweiter Ordnung, durch 
welche diese Functionen alle auf eine von ihnen zurdckgefiihrt 
werden. Die Bestimmung der letzteren fiihrt Mathieu da- 
durch aus^ dass er von der bekannten Losung fiir einen 
Kreisring ausgehend eine nach Potenzen des Abstandes der 
Kreismittelpunkte fortschreitende Reihe hinzuftlgt. Die Con- 
stanten werden so bestimmt, dass die erwahnten Functionen, 
weil es sich um Ringgebiete handelt, periodisch sind, und 
dass die Grenzbedingung (t^ = oder auch die allgemeine 



*) Mathieu: M^moire sur le mouyement de la temperature dans 
le corps renferm^ entre deux cylindres circulaires excentriques et dans 
des cylindres lemniseatiques. Liouville's Journal (2) XIV. p. 65—103, 1869. 

**) Hierjnit ist noch nicht die M5gliclikeit ausgeschlossen , dass 
die Nulllinien der Normalfunctionen solche Curven sind, auf denen 
eine der erw&hnten Variabeln constant ist; denn die Normalfunctionen 
konnten ja nach Abtrewntrng dner Fttnction beider Coordinaten, welche 
im Gebiete nicht verschwindet, in Producte aus zwei von nur je einer 
Coordinate abh&ngigen Factoren iibergehen. Nach einer Abhandlung 
Wangerin's (Berliner Monatsberichte 1878, p. 152—166) uber die Inte- 
gration der Potentialgleichnng fur Botationskorper , deren Meridian- 
schnitte cyklische Curven sind, scheint das in der That der Fall sein zu 
mtiBBen, w9.hrend Mathieu das Gegentheil behauptet. 
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Aw + TT- = 0) ftlr die innere und aussere geschlossene Grenz- 

curve erfallt ist. 

Diese Untersuchungeu Mathieu^s siud indessen zu um- 
standlich, als dass hier naher auf sie eingegaogen werden 
kounte; auch sind sie nicht yollstandig durchgefiihrt und 
wiirden wohl nur in solchen Fallen zu brauchbaren Resul- 
taten fuhren, wo die Abweichung der excentrischen Kreise 
oder der Cassini'schen Ovale von concentrischen Kreisen gering 
ist. Bemerkt sei noch, dass als Grenzfall der Normalfunc- 
tionen des von excentrischen Kreisen begrenzten Binges die- 
jenigen erhalten werden, welche fiir eine kreisformige Mem- 
bran, von der ein beliebiger innerer Punkt festgelialten 
wird, die Eigenschwingungen liefem. — 

Anmerkung 2. Im gewohnlichen Sprachgebrauch ist 
wohl von den Eigentonen von mtmlcalischen Blasinstrumenten 
oder Resonatoren die Rede. Es konnte also scheinen, als ob 
diejenigen Arbeiten, welche sich mit der Theorie dieser so- 
genannten Eigentone beschaftigen, also z. B. die beriihinte 
V. HelmhoU/sche Abhandlung iiber Luftschwingungen in Bohren 
mit offenen Enden*), die weiteren Untersuchungeu iiber 
Resonatoren von Bayleigh**), ebenfalls an dieser Stelle, unter 
den „losbaren Fallen", zu besprechen waren, AUein dies 
wiirde nur dann der Fall sein, wenn man an denjenigen 
Flachen, wo die betrefifenden Raume mit dem ausseren Luffc- 
raume in Verbindung stehen, die Bedingung w == 0, d. i. 
verschwindende Dilatation^ annehmen oder, was dasselbe ist, 
die Tragheit der ausseren Luft vemachlassigen konnte, wie 
es bei der alten Theorie der offenen Pfeifen geschah und 
auch stillschweigend vorausgesetzt wurde, wenn in den vor- 
hergehenden Betrachtungen von den Schwingungen von Luft- 
platten mit offenem Rande die Rede war. In Wirklichkeit sind 



*) Crelle's Journal 67, 1 — 72, 1860; v. Helmholtz' wissouschaftl. 
Abhandlungen, 1882, 1. Bd. 

**) Theorie des Schalles Cap. XVI; „uber Resonanz", Phil. Trans- 
action8~1871. 
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aber die Blasinstrumente und Besonatoren nicht ai$ gescMossene 
Bdume bu tetrachten^ da die Luft in ihnen zugleich mit der 
im unendlicben ausseren Luftraume schwingt; sie sind daher 
fahig, jeden beliebigen Ton zu geben^ d. b. die ausgezeicbneten 
Wertbe k^ bilden fiir sie eine stetige Mannigfaltigkeit. Nur 
die Inknsitat ist bei einer bestimmten Erregungsart yer- 
schieden je nach der TonhShe; und man konnte wohl ge- 
radezu sagen (K.): 

Bei Blasinstrumenten uud Besonatoren handdt es sich um 
Bmme, fur welche jedes h^ ein atisgegeickneter Werth ist, dber 
gewisse discrete Werthe von h^ diirch Nebenumstiinde, todche 
ausserhaJb des Bereiches u/nserer Betrachtung liegen, z, B, dwrch 
rdativ grosse Intensitdt der Besonanz bei bestimmter Erregungs- 
art, besonders hervortreten. 

In der That bestimmt auch von HelmhoUz bei den ofiPenen 
Pfeifen unter gewissen Annahmen fiber die Schwingungsform 
(oder Erregungsart, z. B. durch von aussen auf die Oeffnung 
fallende ebene Wellen) diejenigen Werthe von fc*, fiir welche 
die Amplitude Maxima erreicht, und bei den Besonatoren 
wird ebenso verfahren, nur mit dem Unterschiede, dass sich bei 
ihnen die bisherigen Berechnungen nur auf den tiefsten Ton, f&r 
welchen ein Maximum eintritt, beziehen. Uebrigens werden 
bei diesen Untersuchungen nicht nur stehende Wellen, sondem 
im Hinblick auf die in der Natur vorkommenden Verhaltnisse 
fortschreitende betrachtet, was eben deshalb moglich ist, weil 
far unendlich ausgedehnte Baume jeder Werth h^ ein viel- 
facher ausgezeichneter Werth ist. — Mit den oben bezeich- 
neten Umstanden (Mitschwingen der ausseren Luft) hangt 
es auch zusammen, dass die Gestajt und Grosse der Oeffnungen 
yen so wesentlichem Einflusse auf die scheinbaren Eigentone 
der Blasinstrumente und Besonatoren ist. 
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C. Hathematisolie Begrimdimg der allgemeinen Theorie der 

ausgezeiclmeten Losimgen. 

§ 10. Bereohniing des kleinsten axuigezeichneteD Werthes 
W bei der Grenzbedingung t« «» fur beliebige ebene 

Bereiohe naoh H. A. Sohwarz. 

Im Vorhergehenden haben wir geseheii; dass die Auffindnng 
der sammtlichm ausgezeiclmeten Losungen von AM-f-A;^M = 
nur fQr eine Anzahl specieller ebener^ raumlicher und spharischer 
Bereiohe bisher gelungen ist. Dagegen hat nun H. A, Schwarg 
im zweiten Theile seiner Abhandlung ^tlber ein die Flachen 
kleinsten Flacheninhaltes betreffeudes Problem der Variations- 
rechnung"*) ein Verfahren augegeben, welches gestattet^ fur 
einen heliebigen ebenen Bereich bei der Grenzbedingung w = die- 
jenige ausgeeeichnete Losung der partiellen DiffererUicdgleichung 

(47) Au + ¥fu = 0, 

welche innerhaJb des Bereiches nirgends versckwindet^ also dem 
kleinsten cmsgeaeichneten Werfhe Tc^ entspridit, m finden, oder 
dock ihre Existenz sicher zu stellen. In der Differentialglei- 
chung (47) bezeichnet f eine beliebige Function von x, y, welche 
nur der Bedingung unterworfen ist, im ganzen gegebenen 
Bereiche positiv zu sein; daher liefert das Schwar^^cAie Ver- 
fahren auch den kleinsten ausgezeichneten Werth T(? und die 
entsprechende Losung der in krummlinige Coordinaten traus- 
formirten DiflFerentialgleichung Aw + Aj*w = (also die erste 
Normalfunction gemass der Anmerkung S. 101) fUr irgend 
welche Bereiche auf Jcrummen Flachen, In der That handelte 
es sich bei der speciellen Differentialgleichung : 

d'u d^u 8 Q 

arc* ^ dy^^ {l + x* + y^y ^ ^ ' 

durch welche Schwarz auf die in Rede stehende allgemeine 
Untersuchung gefuhrt wurde, um einen Fall der letzteren Art, 



*) Festschrift zum Jubelgeburtstage des Herm Weierstrass, Acta 
80C. scient. Fennicae, T. XY. Helsingfors 1886. Gesammelte math. Ab- 
handlungen, Berlin 1890, 1. Bd. p. 241—262. 
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namlich nm Gebiete auf der Kugelfldche^ wie die besondere 
Form der Function f (welche das reciproke Flachen-Ver- 
gTossemngSYerhaltniss bei der stereographischen Projection 
darstellt; vergl. S. 101) sofort erkennen lassfc. Ein sphari- 
sches FlachenstUck ^ fur welches Yorstehende Differential- 
gleichung eine im Innem nirgends das Yorzeichen wechselnde 
ansgezeichnete Losung besitzt, ist insbesondere die hdlbe 
Kugdfldche; denn die Yergleichung mit Gleichung (31') zeigt^ 
dass hier k^ den speciellen Worth 2 besitzt; welcher den voUstan- 
digen Kugdflachenfundionen erster Ordnung (cf. S. 106) zukommt^ 
und die letzteren verschwinden nur auf einem grossten Ereise. 

Die physikalischen Probleme, far welche das Verfahren 
Yon H. A, Schwarz die Losung liefert^ sind bffenbar in erster 
Linie: die Bestttnmung des Grundtones und der smgehorigen 
Schtoingungsform fur eine bdiebig gestaltete (ehene) Menibran 
von ielidng, jedoch stetig variabeler (uberall endlicher und 
positiver) Dichte, aber constanter Spannung, und fUr eine am 
Bande offene dunne Luftschicht von constanter IHcke, welche 
die Gestalt eines ieliebigen Stiickes irgend einer hrummen 
Fldche hesUfst. — Ueber die Begrenzung wird nur voraus- 
gesetzt; dass sie aus einer endlichen Anmhl von Stackers ana- 
lytischer Linien hesteht und gang im Endlichen liegt. 

Da hier der Inhalt jener wichtigen Abhandlung yon 
H. A. Schware doch nur auszugsweise wiedergegeben werden 
kann^ so ist es wohl zweckm'assiger; die Bezeichnungen des 
Letzteren unyerandert beizubehalten und dementsprechend im 
Folgenden p(x, y) statt k^f(x, y) und w statt u zu schreiben, 
so dass die zu betrachtende Differentialgleichung heisst: 

Aw; +|>(flJ, y)u) == 0. 

Die Methode yon Schwarg kniipft an die Theorie des 
logarithmischen Potentials an und beruht auf der Moglichkeitj 
die Differentialgleichung Aw; + ^^(a?, y) = fUr den gegebenen 
Bereich in der XY- Ehene m integriren^ und zwar so, dass 
die Randwerthe yon w gleich Null sind. Diese Losung w wird 
durch das fiber den ganzen Bereich erstreckte Doppelintegral 

(48)' u,{x,y) = ^JJm,'n)G{x,r, ^,v)dUv 

11* 
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gelieferty wenn G die Green'sche Function des Bereiches be- 
zeichnety d. h. eine Losung der partiellen Differentialgleichung 
Am ==: 0, welche an der Stelle ic « 6, y = V logarithmisch 
unendlich gross (wie — log [(x — 6)* + (y — v)Vd wird, sonst 
im ganzen Gebiete endlich and stetig ist und langs der Be- 
grenzung verschwindet — Mittelst der Pormel (48) kann 
man nun eine unendliche Beibe von Functionen w^, w^, 
. . . tVn herstellen^ welche den Differentialgleichungen 

, Am^i + pw^ = 0, Awg + pw^ = 0, ... 

gendgen und am Bande sammtlich verschwinden. Fur Wq 
wird eine durch. ihre Bandwerthe bestimmte Losung der 
Potentialgleichung Awq = gesetzt, und zwar werden die 
Bandwerthe far den jetzigen Zweck speciell constant = + 1 
gewahlty was bekanntlich zur Folge hat^ dass Wq selbst im 
ganzen Gebiete den constanten Werth + 1 besitzt. Die 
Functionen Wq^ w^, ... Wn ••• sind dann alle im ganzen 
Gebiete positiVj wie aus der Formel (48) mit Bucksicht auf 
die Eigenschaften von G folgt. 

Nun bildet Schware die uber den ganzen Bereich er- 
streckten Integrale 

W^ = Jfpw^dldri = JJpdldri, W^^ JJpw^dldn, 

W^==^ JJpw^dldrif ... Wn = JJpWnd%dvi ... 
und beweist^ dass die Quotienten 

(pi) Ci — -pp. , Cj — ^ , . . . C„ — j^ ... 

eine unendliche Beihe bestandig zunehmender (nur yon dem 
gegebenen Bereiche und der Function p abhangender) Con- 
stanten bilden, Welche sich einer bestimmten endlichen oheren 
Grmge c = lim Cn nahem. Werden die Functionen Xo^j lOg • • • 
tO» . . . durch die Belation 

(52) ton = c-'^Wn 

definirt^ so geniigt ton der Differentialgleichung 
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Es wird nun durch Betrachtung des Integrals 

ffp\t0n—t0n-^kydid7, 
und des Grenzwerthes von 

gezeigt; dasB der absolute Betrag der Differenz 

bei beliebigem Jc unendlich klein wird, wenn n unendlich 
wachst, dass sich also die Funetionen tOn ftlr lim n = oo 
einer hestimmten endlichen Grenzfundion XO nahern. Da 
lim tp„— 1 = lim ttJ„ = ttJ ist, so geniigt diese Grenzfunction 
im ganzen Bereiche der Differentialgleichung 

ausserdem verscbwindet sie langs der ganzen Begrenzung 
und ist im Innern iiberall >/0, da dies von alien Funetionen 
Wn und XOn gilt. 

Demnach ist die Function ttJ = lim («;„ • c""") die innerhaJb 
des Bereiches nirgends das Vorzeichen wechselnde ausgezeichnete 
Losung der IHfferenticdgleichung 

Aw -| — p(xj y)w == Oder Aw + l^fu = 

fiir den gegebenen Berekh, und Tc^ = — ist der zugehorige 

ausgeeeichnete Werth von Jc^. 

Das Schwarz^ ache Yerfabren lasst sich, wie aus dem 
Vorhergehenden ersicbtlicb ist, folgendermassen beschreiben: 
Man bestimmt zunacbst das hgarithmische Potential einer 
beliebigen, z. B. glei'cbformigen Massenbelegung des gegebenen 
Bereiches und andert die Dicbte dieser Belegung successive 
in der Weise ab, dass schliesslich der Werth des Potentials, 
multiplicirt mit einer gegebenen Ortsfunction p, an jeder 
Stelle demjenigen der Dichte gleich wird; durch HinzufQgung 
eines constanten Factors zu p kann man dann erreichen, dass 
der Werth des in jener Weise gewonnenen Potentials auf 
der Begrenzung verschwindet. 
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Durch das angedeutete Verfabren zur Berecbnung des 
kleinsten ansgezeichneten Wertbes h^ und der zageborigen 
auBgezeicbneten L5suiig ist Datiirlicb ancb der allgemeine 
Existenzheweis f&r letztere erbracbt^ welcber bis dabin fehlte 
und aucb jetzt fdr die boberen ausgezeicbneten Lbsungen 
nocb nicbt gelungen ist. Dagegen wtLrde die wirklicbe Her- 
stellung der Losong nacb dem 8chwar^%d\ien Verfabren in 
den meisten Fallen wobl sebr scbwierig nnd umstandlich 
sein^ da sie die Bestimmung einer onendlicben Reibe von 
Functionen, die durcb complicirte Doppelintegrale gegeben 
sind; erfordert. 

Schwarn zeigt aucb^ dass 

der Jcleinste Werth ist, welchen der Quotient der iiber den 
gegebenen Bereich erstreckten Doppelintegrcde 

J J [ilif + ©I ^^'^J'' JjpuHxdy 

annebmen kann, falls u irgend eine stetige^ eindentige, langs 
der ganzen Begrenzung verscbwindende Function von x, y ist, 
far welcbe das erste Integral ilberbaupt eine bestimmte 
Bedeutung bat. Dieser Satz stimmt mit dem in 11^ § 4 S. 60 

Qesagten Uberein; denn - ist ja der dort mit A, bezeicbnete 

kleinste ausgezeicbnete Wertb, falls JB = 0, A = A' =^l 
und A" = p gesetzt wird. 

Der Ausdebnung des Schwar^&Qhen Verfabrens zur Be- 
stimmung der ersten Normalfunction*) auf raumliche Bereicbe 
scbeinen keine Bedenken entgegenzusteben, weil die Grund- 
lagen des Verfabrens/vor Allem die Eenntniss der Crreen'schen 
Function y aucb dort vorbanden sind; denn die Bestimmung 
einer Potentialfunction fur einen von beliebigen, analytiscben 



*) Die AuBdrtlcke „Normalfanction" und „au8gezeichnete L6snng** 
decken sich hier im Wesentlichen, weil der kleinste ausgezeicbnete 
Wertb Aj* stets ein einf etcher ist. 
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Flachen umschlossenen raamlicben Bereich aus ihren Ober- 
flachenwerthen und damit insbesondere diejenige der Green- 
schen Function G kann gegenwartig ale erledigt gelten (vgl. 
den Excurs fiber Potentialtheorie im lY. Theile). Die Enir 
wickelungen and Convergenzbeweise von H. A. Schwarz 
wurden fOr den Fall von drei Dimensionen nnverandert 
bleiben. — 

§ 11. Abhangigkeit der auBgeseiohneten Werthe W von 
den Dimensionen and von der G-estalt des Bereiohes; 

AbsoMtKong ihrer Grdsse. 

Wir werden uns in diesem Paragraphen noch mit einigen 
Betrachtungen ilber die ausgezeicbneten Werthe h^ zu be- 
schaftigen baben, welche aucb in solchen allgemeinen Fallen 
anwendbar sind^ wo man die ausgezeicbneten Losungen selbst 
nicht keunt. 

Wenn es sich urn die Differentialgleichung 

handelt; so lasst sich aus ihrer Form selbst; welche offenbar 
nnverandert bleibt, wenn man x, y, z mit einem constanten 
Factor C multiplicirt und h durch denselben Factor dividirt, 
der Satz erschliessen: 

Fur zwei Berekhe^ welche geometrisch dhnlich sindy ver- 

haUen sich hei derselbeti Grenzbediiigung (w = oder ^ = 0) 

die correspondirenden ausgemchneten Werthe k umgekehrt toie 
die linearen Dimensionen, 

Beispiele ftir diesen Satz findet man unter den besprochenen 
losbaren Fallen in Menge; es sei nur an den Kreis erinnert; wo 
das Product Jcr als Argument der Bessel'schen Functionen auf- 
trat, also die aus der Greuzbedingung folgenden Werthe Jc dem 
Radius r umgekehrt proportional waren. Soil der Satz fdr die 

allgemeine Grenzbedingung hU -{- j- = gtlltig bleiben, so 

muss man h in demseJben Verhdltniss verhleinern, in welchem 
man die linearen Dimensionen vergrossert; und hatte ](?u in 
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der DiflFerentialgleichung noch den Factor f{x, y, £?), so 
miisste anch diese Function f (also die Dichtevertheilung bei 
den Schwingungsproblemen) in der Weise geandert werden^ 
dass sie in correspondirenden Punkten des ursprtlnglicben 
und des ilim ahnlichen Bereiches gleiche Werthe besasse. 
Bei einer Aenderung des Bereiches durch eine belid>ige Art 
der Abbildung mdsste ilberhaupt, damit die ausgezeichneten 
Werthe k^ ungeandert blieben^ an Stelle der Differential- 
gleichung Aw + ifc*M = eine bestimmte andere von der 
allgemeinen Form (2) bezw. (3) mit ao = treten. Naher 
bierauf einzagehen^ hatte aber an dieser Stelle keinen Zweck^ 
da hier die DifiPerentialgleichung fernerbin als gegeben gelten 
soil. Uebrigens wurde die erwahnte Aenderung der Diflfe- 
rentialgleichung fiir den Fall der eonformen Abbildung be- 
reits in I^ § 4 ausfuhrlich besprochen. 

Dass der Meinste ausgezeichnete Werth \ bei be- 
liebiger VerJcleinerung des Bereiches wachsty folgt aus den 
Untersuchungen von Schwarz in No. 21 der schon citirten 
Abhandlung; denn dort wird (durch Betrachtung des Quo- 

tienten / / |(o^) + (y") \dxdy : I I pu^dxdy) bewiesen, 
dass die im vorigen Paragraphen erklarte Grosse — , also ftj^, 

far einen Bereich T\ welcher einen Timl eines anderen T 
bildet; grosser ist, als fur T, Ferner wird dort gezeigt, 

dass bei stetiger VerJcleinenmg des Bereiches der Werth von -- 

Oder von Jc^^ eben,falls stetig wdchst 

Ueber die Aenderung der ausgezeichneten Werthe in 
Folge einer nicht nothwendig mit einer Verkleinerung des 
Bereiches verbundenen stetigen Abdnderung der Begreneung 
scheint bisher nor eine Untersuchung von Bayleigh vor- 
zuliegen, welche sich auf den kleinsten ausgezeichneten Werth 
von Jc^ in der Diflferentialgleichung Aw + A;^w == fur den 
Kreis bei der Bandbedingung w == bezieht*). Die betreffen- 
den Resultate sind kurz folgende. 



*) Theorie des Schalles §§ 209—211. 
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Der Di£Eerentialgleichiing Au -|- Tz^u «= geniigt ganz 
allgemein in der Ebene die unendliche Beibe 

OP 

^j Jn(Jcr)(An COS nq> + J5„ sin nq>). 



1st nun die Begrenzung ein Kreis Tom Radius a, so wird der 
Grenzbedingung u ^=^0 bekanntlich dadurch geniigt, dass 
man alle Goefficienteu ausser An und Bn gleich Null setzt 
und Jc als Wurzel der transcendenten Gleicbuog Jn(ka) = 
bestimmt. Wenn nun die Begrenzungscurye wenig von jenem 
Kreise abweicht, also etwa durch die Gleicbung 

f =^a -^ dr 

dargestellt wird, worin dr eine Function von q> ist, so nimmt 
Bayleigh (auf Grund des S.95— 96 ausgesprochenen Stetigkeits- 
princips) an, dass die Ubrigen Coefficienten obiger Reibe gegen 
An und Bft sehr Tdein sind. Er bescbrankt sich zunacbst auf die 
iioihezu symmetrisckeii Scbwingungen, d. h. diejenigen, bei 
welchen im Fall kreisformiger Begrenzung alle Ejiotenlinien 
concentriscbe Kreise sind, und findet dafiir die Randbedingung 
in der Form 

A { «^o(*«) + ^StJ^Qco) } + eTi (ha) {A^ cos 9) + JB^ sin 9)) -] 

+ JnQoa) (An cos fiq) + Bn sin nq>) + • • • = 0. 

Integrirt man die linke Seite nacb g) von bis 2jt, so folgt 

2nJQ{Jca) + JoQca) I Jcdrdq> «= 


oder 

jJ^Jca + ^ • ^ J 9rdipJ = 0, 



woraus folgt, dass die den nabezu sjmmetriscben Schwin- 

gungen entsprecbenden ausgezeicbneten Wertbe dieselben sind, 

wie diejenigen eines genau kreisformigen Bereicbes, dessen 

Radius 

2ft 



^ ^ + ii J ^""^f ' 
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also gleich dem miUleren Radias dee gegebenen Bereiches, 
und dessen Flacheninhalt denmach gleich dem des letzteren 
ist. Rayleigh zeigt nun ferner, indem er in der Annaherung 
einen Schritt weiter geht^ dass der kleinste ausgezeichnete 
Werth Jcj^ fflr einen nahem kreisformigen Bereich grosser ist 
als far den genau kreisformigen von gleichem FlddieninhaU. 
Dieses Besultat in Yerbindung mit der Thatsache, dass von 
alien Bereichen, far welche man den Werth von h^ kennt, 
bei gleichem iB^lacheninhalt der Ereis das kleinste h^ hat, 
veranlasst Bayleigh zu der Behauptung, dass uberhaupt unter 
alien Bereichen von gleichem Flacheninhalt dem kreisformigen 
der ahsohit Jcleinste Werth von \ zukommCj oder, wie er es 
ausspricht^ dass unter alien Membranen von gleichem Flachen- 
inhalt die hreisformige den tiefsten Grundton besibse. 

Die Schwingungszahlen des Grundtones einer Anzahl 
yerschieden gestalteter Membranen von gleichem Flachen- 
inhalt^ bezogen auf den Grundton der kreisformigen, sind 
nachstehend zusammengestellt: 

Kreis: 1, Quadrat: 1,038, Kreisquadrant: 1,067, Kreis- 
sector von 60®: 1,082, Rechteck vom Seitenverhaltniss -r =-a 
1,084, gleichseitiges Dreieck: 1,119, Halbkreis: 1,125, Recht- 
eck mit -r- = 2 und gleichschenkliges rechtwinkliges Dreieck: 

1,164, Rechteck, fiir welches y = 3 ist, 1,342. 

Man sieht aus diesen Zahlen, dass man fiir den kleinsten 
ausgezeichneten Werth Jc^ fiir einen Bereich, der nicht sehr 
stark von der Ereisform abweicht, einen ziemlich guten 
Naherungs werth erhalt, indem man den Bereich durch die 
Kreisflache von gleichem Inhalt ersetzt. 

AUgemein lasst sich fiber die AbhangigJceit der am- 
gejseichneten Werthe Jc^ von den Ditnensionen des BereicJies 
hochstens soviel sagen, dass dieselben (ausgenommen den 

ausgezeichneten Werth \ bei der Grenzbedingung ^ = 0, 

welcher ja immer =? ist, und die etwaigen negativen Werthe 
bei negativem h) sammtlich sehr gross- sein werden, wenn an 
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jeder Stelle die Dimension des Bereiches in einer Bichtung 
sehr klein ist; es ist dazu nic^t erforderlich, dass aJZe Dimen- 
sionen sehr blein sind. Daher kann man aueh aus der An- 
zoihl der Theile, in welehe eine Membran durch die Knoten- 
linien getheilt wird, durchaus nicht auf die Hohe des Tones 
schliessen. 

Mit der Bereelinung dberer Grenzen fUr die ansgezeich- 
neten Werthe irgend eines gegebenen Bereiches bei der Grenz- 

bedingung hu + ^— «= (mit constantem A) hat sich Poiw- 

care in seiner schon mehrfach genannten Abhandlung: ;;Sur 
les equations aux derivees partielles de la physique mathe- 
matique"*) beschaftigt. Die von ihm angegebenen Methoden 
beruhen auf der Eigenschaft der ansgezeichneten Werthe fc* 

als Minima des QuoUenten ^j^ der Integrate 

Oder, wenn der Bereich ein raumlicher ist, der analogen 
Raum- bezw. Oberflachenintegrale. (Ueber diese Bedeutung 

der Grossen W als Minima von — vgl. die Entwickelungeh 
in § 4 dieses Theiles, S. 60.) 

Da Tc.^ das absolute Minimum von ^ ist, so erhalt man 

einen Werth, der jedenfalls nicht Meiner als Tc^ ist, wenn man 

den Ausdruck ^—^ fUr eine ganz beliebig gewahlte Function 

u berechnet. So kann man z. B. darin u =^ Const, setzen, 
wodurch man, wenn S die Lange der Peripherie bezw. die 
Grosse der Oberflache, J den Flachen- bezw. Rauminhalt 
des Gebietes bezeichnet, findet: 

Eine grossere Annahorung, d. h. eine kleinere obere 
Grenze, erhalt man schon, wenn man fiir u eine lineare 
Function ax -}- 1 einsetzt und die Constante a so bestimmt, 



*) Amer. Journ. of Math. XII. No. 3. 1889. 
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dass der so berechnete Werth von ^ moglichst klein wird; 

diese Rechnung hat Poincare ebenfalls durchgefUbrt. Natfir- 
lich konnte man so mit beliebigen Annahmen fcLr u ver* 
fabren und wtlrde dem wabren Wertbe von ij* im Allgemeinen 
nm so naber kommen^ je mebr willkiirlicbe Constanten^ 

durcb deren Bestimmung man ~ moglichst klein macht, die 

angenommene Fonction u entbalt. 

Zur Berechnung einer oberen Grenze fUr JCf? giebt 
Poincare folgendes Verfabren an, von welcbem das soeben 
besprocbene ein specieller Fall ist. Man bilde die Integrale 
q> und iff fUr eine Function 

wo Fj^ ... Fn willktlrlicbe Functionen der Coordmaten, a^ . . . 
an willkdrlicbe Constanten bedeuten. Dann ist 

(p — A^ 

offenbar eine quadratiscbe Form von «!...««, deren Deter- 
minante gleicb Null gesetzt eine Gleicbung w*^ Grades fiir 
A liefert, welche lauter reelle Wurzeln besitzt, weil die qua- 
dratiseben Formen q> und ^ definit sind. Die Wurzeln dieser 
Gleicbung, welcbe nacb der Grosse geordnet A^ , Ag . . . An seien, 

sind die Maxima Imw, Minima . welcbe der Wertb von ^ 

bei Variation der a^. , .an annimmt; A^ ist also der absolut 

grosste Wertb, welcben -^ bei gegebenen Functionen 2^^ ... 

Fn erreicben kann. Derselbe ist sicber nicbt kleiner^ als das 

Maximum von -^ im Falle, dass zwiscben den a. ... an Be- 

dingungsgleichungen festgesetzt sind, insbesondere die n — 1 
linearen Gleicbungen, welcbe durcb die Verfiigung 

/ uu^dt^^ I uii^dt =..,.= I uun^idt = 

geliefert werden. In den letzteren Gleicbungen bezeichnen 
% . . . Un^i die zu den n — 1 kleinsten ausgezeicbneten 
Wertben k\...W^_^ geborenden ausgezeicbneten Losungen der 
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Dififerentialgleichung Am+ A^w=0, u ist '^^a^F^^ + ••• + ('^nF^ 
und die Integrale sind iiber den ganzen gegebenen ebenen 
oder raumliclien Bereich, desseu Element dt sei, zu er- 
strecken. In Folge jener n — 1 Relationen zwischen den 
«! . . • an ergiebt sich nun, da dieselben ja in u nur noch 
einen gemeinsamen Factor yerf Qgbar lassen^ ein gam bestimmter 

Werth X'n fUr ^, welch er naehdemVorhergehenden^A„ ist. 

Andererseits folgt aber aus der Eigenschafb yon Tci^j das 

Minimum yon ^ bei den Nebenbedingungen 

/ uu^dt = / uti^dx = . . . = / uun—idt = 
zu sein, dass A/ '^Tcn ist; folglich ist urn so mebr 

Indem man also q> und ^ fur die willkurliche Function 

u = a^F^ -j 1- anFn 

herechnet und die grosste Wurzel der Gleichung n^^ Grades 
I 9) — A^ I = bestimmt, findet man einen Werth, der eine 
ohere Grenze fur Tin ist. 

Ist ein Theil der Normalfunctionen Mi...m„-i bekannt^ so 
lasst sich die Becbnung bedeutend yereinfachen. Kennt man 
insbesondere alle Functionen ui. . ,Un-^i, so kann man die 
oben mit An bezeicbnete Grosse, welche ihrerseits schon 
eine obere Grenze far kn ist, wirklich bestimmen; man hat 
dazu nur die Verhaltnisse a^ : a^ : . . . : ^n aus den n — 1 in 
Oi . . . ttn linearen Gleichungen 

/ UUidt = . . . = / UUn^ldt = 

zu berechnen, in t« = a^F^ -|- . . . -|- ccnFn einzusetzen und 

den Quotienten ^^ zu bilden. Dabei kann man iiber -F^ . . . 

^n Boch ganz willktirlich yerfQgen. Eine einfache Annahme 
ist z. B. 

jFi = Wi, 2^2 = ^2 • • • -fn— 1 = Wn— 1; 

wahrend Fn yrillkfirlich gelassen wird; es ergiebt sich dann 
zufolge der Integraleigenschaflen der Normalfunctionen: 
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«i = — ccnj Fntiidt, a2 = — a„ / Fniizdr, . . . 

und die Function, ffir welche man ^- «» Xn zu berechnen 
hat, ist 

M = 2^« — Wj j FnU^dt — U^ I FnUidt.., — Un^l j FnUn^ldt. 

(Es ist fiir dieses Resultat natiirlich gleichgtlltig, in welcher 
Beihenfolge man n — 1 der Functionen J^ den Normalfunctionen 
Wj, . . . Wn— 1 gleichsetzt.) 

Zu bemerken ist noch, dass man im Falle der Grenz- 
bedingung u ^=0 in dem Ausdrucke (p das Bandintegral 

Jiju^ds bezw. das Oberflachenintegral hCju^do fortzulassen 

und dafiir die Function m, mithin jede einzelne der willkur- 
lichen Functionen F^^ ... Fn, der Beschrankung zu unter- 
werfen hat, dass sie an der ganzen Begrenzung des Bereiches 
den Werth hat. 

In der Arbeit von Poincare findet sich auch ein Beweis 
fur das unhegremte Wachsen von Icn mit unendlich wachsen- 
dem n, welches man vom physikalischen Standpunkte als 
selbstverstandliche Folge des fruher (S. 38, 39 und 55, 56) auf- 
gestellten Satzes ansehen wird, dass die ausgezeichneten 
Werthe An* stets eine unendliche Beihe discreter Werthe bilden, 
sofem der Bereich ganz im Endlichen liegt und keine Punkte 
enthalt, in welchen die in der partiellen Differentialgleichung 
mit h^u multiplicirte Function unendlich gross wird. Der 
Beweis von Poincare\ dessen Gang nachstehend wieder- 
gegeben wird, bezieht sich nur auf die Differentialgleichung 

Au-j-Jc^u = und auf die Grenzbedingung ^ = 0; letztere 

Annahme Uber die Grenzbedingung ist aber, wie wir unten 
sehen werden, keine Beschrankung. 

Poincare denkt sich den gegebenen Bereich T, dessen n 
erste Normalfunctionen u^^ u^ . . . Un seien, in (m — 1) Theil- 
bereiche T^ . . . T„-.i zerlegt; die Normalfunctionen und aus- 
gezeichneten Werthe k^ fiir den jp*®^ Theilbereich seien: 
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Hierzu ist zu bemerken, dass fti = ^^,i =« , Wi = Wp,i «= Const, 
(namlich gleich dem reciproken Werthe des Flachen- bezw. 
Voluminhaltes des Bereiches) ist. — Die ScMmsweise Poincare^s 

beruht nun auf der Vergleidhung van hi mit den Werthen kp^2 . 
Wird gesetzt 

u »= a^u^ + • • • + CC„Uny 

und ^p: fUr den ganzen Bereich gebildet; so ergiebt sich 
auf Gnmd der Integraleigenschaften von m^ . . . u„: 

Die bisher willkiirlichen Constanten a^ . . . «« werden nun 
den n — 1 Bedingungen unterworfen, welche sich aus der 
Festsetzung 

/ uui^^dt = / «W2,i^^"= . . . = / uun^i^idr = 0, 

WO die Integration bezw. iiber den 1^, 2*^ . . . (n — 1)**'' 
Theilbereieb anszndehnen ist^ ergeben. Da nun A^ ^ das 

Minimum von (^7-^) bei der Nebenbedingung / uup^idt = 

P T 

^P 

ist, so ist sicher der Quotient der iiber den p**^ Theilbereieb 
erstreckten Integrale (p(u) und iff{u) ^r u = a^u^'\ \- UnUn 

nichthleiner dXahl^^. Demnach ist jedenfalls der mit i^ry 

identische Quotient 

grosser afe cfor Tdeinste der Werthe k^ „, welcher mit ftf , be- 
zeichnet werde. Andererseits war gefunden 

/?W\ ^T.2. 

folglich ist umsomehr 
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Nun kann man die Theilnng des Bereiches T in n — 1 
Theilbereiche jedenfalls so ausfiihren^ dass bei nnbegrenzt 
wacbsender Anzabl n -^ 1 die sammtliclien Dimensionen eines 
jeden Theilbereiches unendlich klein werden; dann folgt aber 
aus dem zu Anfang dieses Paragraph en Gesagten, dass alle 
^p g I ^^^^ ^^<^b ^^ 2 9 unl^egrenzt wachsen^ da man sich zu 
jedem unendlich klein werdenden Theilbereich immer einen 
abnliche^ von endlicben Dimensionen ^ welchem sieher ein 
endliches X^ zukommt, construirt denken kann. (Poincare 

giebt fOr das Unendlichgrosswerden der k^^ eine sehr um- 
standliche Begrilndung.) Da aber hn^ > ^f 2 ^^^9 ^^ ^^^ i^^^^ 
der Beweis erbracht; dass Jcn niit unbegrensst wachsendem 
Index n sdbst in^s Unendliche tmchst. 

Dasselbe gilt auch fQr die ausgezeicbneten Werthe 1^ 

im Falle der allgemeinen Grenzbedingung Aw + g— = 0, da, 

wie sogleich gezeigt werden wird, Jcn^ bei constantem Index n 
und unveranderter Gestalt des Bereiches mit wachsendem h 
stets eunimmty und der vorstehende Beweis ja fcLr den Fall 
A = gilt 

§ 12. Abhftngigkeit der ansgezeiohneten Werthe h^ von der 

Constante h der Grenzbedingung. 

Bisher wurde immer die Abhangigkeit der ausgezeicb- 
neten Werthe ifc* von der Gestalt und den Dimensionen des 
Bereiches betrachtet. Es ist aber auch von Interesse, zu 
untersucheU; wie sich die ausgezeicbneten Werthe Tc^y A^g* . . . 
l„* . . . eines gegebenen Bereiches mit der in der Grenz- 
bedingung hu-\- -^ =^0 auftretenden Grosse h (die wieder als 

langs der Begrenzung constant gelten soil) andern. Mit 
dieser Frage hat sich Poincare in der citirten Arbeit (Amer. 
Joum. of Math. XII) insoweit beschaftigt^ dass er den Sinn 
jener Aenderung festgestellt hat. 

Die der Grenzbedingung Ati + k- = genUgende Normal- 
function Un und der zugehorige Werth k^^ seien dadurch, 
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dass h in A' abgeandert ist, iibergegangen in Un, Jcn^, wobei 
als selbstverstandlich vorausgesetzt wird, dass diese Aende- 
rungen stetig stattfinden. Wendet man nun auf die Func- 
tionen w„, w/, welche den Differentialgleichungen 

AWn + JCn^Un = 0, Aw„' + ICnhln + 

geniigen, den Green' schen Sat0 an^ so erbalt man aaf be- 
kannte Weise 

wo das Integral auf der linken Seite iiber den ganzen (ebenen 
oder raumlichen) Bereich, das auf der rechten uber dessen 
gauze Begrenzung zu bilden ist. Filhrt man die Grenz- 
bediiigung ein, so wird diese Gleichung: 

(An^ — K"^) j XinUndt = Ql — K) J W„W„'d^, 

und wenn man nun Ji unendlich wenig von h verschieden 
voraussetzt und dementsprechend K^^h-^-dh, ebenso Jcn^ 
== A„' = hn^ + d{kr?) = An + rfA„ setzt: 

(53) din' f Undx=dh' j Und6, 

Aus dieser Beziehung folgt, dass -^ stets > ist, dem- 

nach Xn = K^ wiit wachsendem h bestdndig wdchst, und urn- 
gelcehrt Nur wenn i(„ der Grenzbedingung w„ = geniigt, 

also wenn h = oo ist, wird -tt = 0. 

an 

Die Gleichung (53) gilt fiir jeden Index n, d. h. fur 
jeden einzelnen ausgezeichneten Werth; auch fiir negatives h 
behalt sie, da tiber h nichts vorausgesetzt worden ist, ihre 
Giiltigkeit, sofem dafur noch ausgezeichnete Werthe kn^ 
existiren. Falls man sich auf positive Werthe von h be- 
schrankt, ist also kn^ am kleinsten fur h = 0. Fiir die aus- 
gezeichneten Werthe k^ = I in dem Falle, wo Un der allge- 
meinen Dififerentialgleichung (13) S. 57 und der Grenzbedin- 
gung (14) gentigt, folgt durch Subtraction der fiir w„ und 
Un + dun gebildeten Gleichungen (15') folgende Relation: 

Pock els, Differentialgleichang. 12 
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welcbe lehrt^ doss An sicher stets ztinimmtj wenn die in der 
Grenzbedingung auflretende Function a longs der ganzen Be- 
grenzung positive Variationen da erleidet. Die von Poincare 
gefundene Formel (53) ist als specieller Fall in der vor- 
stehenden enthalten. — 

SchoD in § 4 dieses Theiles schlossen wir ganz allge- 
mein aus der Gleichung (16), dass bei positivem a oder h 
keine negativen ausgezeiclineten Wertbe A existiren konnen. 
Jetzt, wo wir die kn als Functionen von h betracbten, drangt 
sieb uns die Frage auf, ob es aucb far negative Wertbe von h 
keine negativen A„ geben kann. Ueber diese Frage giebt 
die Integralrelation (16), welcbe ftir Losungen von 

auf die wir uns jetzt bescbranken woUen, die Form 

V = A, = kj'u„^ds +/J'{(^)V (^)>^ 

annimmty uns keinen Aufsebluss, da im Falle eines nega- 
tiven h die recbte Seite moglicberweise negativ werden kann. 
Es bleibt daber wobl nicbts Anderes ubrig, als zunacbst 
Beispiele zu betracbten. Diese werden lebren, dass fiir nega- 
tives h aucb Jc^ negativ werden kann, wodurcb es sebr wabr- 
scbeinlicb gemacbt wird, dass, falls das h der Grenzbedingung 
negativ ist, im Allgemeinen negative ausgezeichnete Werthe k^ 
existiren. Ein eigentlicber Beweis ist ja aucb fttr die Exi- 
stenz der positiven ausgezeicbneten Wertbe bei positivem h 
nocb nicbt erbracbt, allein dieselbe konnte docb als pbysi- 
kaliscb sicbergestellt gelten. Bei negativem h ist aber aucb 
letzteres nicbt der Fall, weil es kein pbjsikalisches Problem 

zu geben scbeint, bei welcbem die Grenzbedingung fe w -f- ^ = 

mit einem negativen Wertbe von h auftritt und zugleicb die 
Existenz von ausgezeicbneten Losungen durcb die Erfabrung 
festgestellt oder evident ware. 
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Betrachten wir zimachst die ausgezeichneten Losungen 
dr ein lineares Gebiet, also etwa die Integrate der gewohn- 
lichen Differentialgleiebung 

welche fiir < a? < a endlich und stetig sind und den Grenz- 
bedingungen 

hu — ^ = Of\lTX-:^0, AM + ^ = Oftira:=:a 

ax ' ' ax 

genugen. Diese Integrale sind bekanntlich: 

Un = cos JCn(0!^ — ^n)f 

wobei Jcn9 ^n sich aus den Gleicbungen 

tg InXn = tg kn{a — iC„) = jt" 



k 



n 



bestimmen. Hieraus folgt die Gleicbung zwiscben k und h, 
auf die es uns allein ankommt, in der Form 

tg (ka) = tg (2 arctg y) ; 

die Wurzeln kn = Y^n derselben zerfallen in zwei Gruppen, 
von denen die eine der Gleicbung 

(54) h = yitg{^yi), 

die andere der Gleicbung 

(54') h=-yicotg{^yi) 

genngt. 

Um sicb die Beziebung zwiscben h und den Wurzeln A zu 
veranscbaulicben, kann man die durcb vorstebende Gleicbungen 
gegebenen Curven construiren, indem man h als Ordinate, I als 
Abscisse in einem recbtwinkligen Coordinatensysteme auftragt. 
Die durcb (54) dargestellte Curve C^ bestebt aus einer unend- 
lichen Anzabl von Aesten, welcbe die A-Axe in den Punkten 

0, ( — j , ( — j ••• scbneidenund diederOrdinatenaxeparallelen 

Geraden A = l—j , (— j ••• zu Asymptoten baben (vgl. Fig. 19); 

ahnlicb verlauft die durcb (54') gegebene Curve (C/ in der 

12* 
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Figur), nur sind fiir sie die Geraden I = (— ) , \~^)"' 
Asymptoten und liegen die Schnittpunkte mit der Abscissen- 



Fig. 19. 




Jeder einzelne Oarvenast steigt 



axe beiX==(j)', {^f.... 

von h = — cx) hia h = -\-(x> bestandig an. Besondere Beach- 
tung erfordern nur die ersten Aeste der beiden Schaaren, 
von denen der eine die A-Axe im Nullpunkte, der andere im 

Punkte I = l—j triflft ; denn diese besitzen nur je eine 
Asymptote yX = l—j bezw. I — j j und erreichen andererseits 



die h-Axe in den Punkten A = bezw. h = — 



2^ 

a 



Man 



iiberzeugt sich nun, wenn man der Variabelen A in den Glei- 
chungen (54), (54') negative Werthe beilegt, wodurch sie in 



©in 



7* = — ■)/— A 



'" ( :■ y^) 



eof (J »/=a) 



tibergehen, dass sich die erwahnten beiden Curvenaste in 
den zwischen der negativen h-Axe und der negativen /-Axe 
liegenden Quadranten hinein stetig fortsetzen und dass sie bei 



I 



Von den ausgezeichneten LGsangen. § 12. Igl 

wachsendem — I beide parabelahDlich bestandig absteigen; 

fiir sehr grosse Werthe von — A ist nahezu h = — Y — I , 
so dass sich in unendlicher Entfernung beide Gurren in der 
That wie Parabeln verhalten, welche die A- Axe zur Hauptaxe 
and gleichen Parameter haben. 

Aus dem beschriebenen Verlauf der Curven folgt nun 
ohne Weiteres, dass zu einem negativen Werthe A,, der 

> ist, ausser einer unendlichen Anzahl positiver Werthe 

A auch ein negativer, nnd im Falle h < ist, zwei negative 

Werthe A gehoren. Fiir unendlich grosse negative Werthe h 
werden diese beiden negativen ausgezeichneten Werthe A 
ebenfalls unendlich gross, wahrend der kleinste positive Werth 

von A gleich 1^) ; ^^^^ gleich demjenigen fiir it = -f" ^^ wird, 

und iiberhaupt alle positiven A in die fur ft = -f- oo geltenden 
Hbergehen. Da nun dem Werthe A = — oo keine zulassige 
ausgezeichnete Losung u entspricht, weil die zweiten DiflFe- 
rentialquotienten dann positiv unendlich werden, falls u 
iiberhaupt von verschieden ist, so erhalt man fiir 
h= — oo genau dieselben ausgezeichneten Losungen, wie fur 
h^= -\- oOj was auch so sein muss, weil man in Wirklich- 
keit beidemal dieselbe Grenzbedingung u = hat. 

Gehen wir nun zum Falle des Rechteclcs fiber, wo fiir 

das Seitenpaar y = 0, y = b ebenfalls die Bedingung 

p — 

^w -j- ^ = gestellt sei, so sind nach 11. § 6 die ausge- 
zeichneten Werthe A = Aj* die Summe der obigen durch die 
Gleichungen (54), (54') bestimmten, welche jetzt mit A' bezeich- 
net werden mogen, und derjenigen (A"), welche sich aus den 
Gleichimgen (54), (54') ergeben, wenn man darin a durch 
6 ersetzt. Construirt man in der AA-Ebene nun noch das 
durch die so abgeanderten Gleichungen dargestellte, ganz 
ahnlich wie das oben betrachtete verlaufende Curvensystem 
(Cg, C2 in Fig. 19), so ist aus Vorstehendem ersichtlich, dass 
man die einem gegebenen h entsprechenden ausgezeichneten 
Werthe A dadurch erhalt, dass man durch eine Parallele zur 
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I'Ajie in einem Abstande^ der jenem h gleich ist, irgend 
einen GurTenast ((7|) der ersten Schaar und irgend einen 
(z. B. C^^ der zweiten schneidet; die Snmmen der Abscissen 
der erhaltenen Schnittpunkte A, B sind dann die gesuchten 

Werthe von A. In Fig. 19, wo speciell & = — a angenommen 

ist, stellen demnach die Strecken B'A = AD — DB und 
BE' =DE+ BB zwei zn h= — OB gehorige Werthe A 
dar. — Au8 dieser Construction folgt , dass es fur einen end- 
lichen negativen Werth h eine unendliche Anzdhl positiver 
und eine endliche Anzdhl negativer ausgezeichneter Werthe 
I sssiJc* gieht. Die Anzahl der letzteren ist um so grosser, 
je grosser der absolute Werth des negativen h ist, und wird 
unendlich ftlr A = — oo, wo diese negativen Werthe A zu- 
gleich selbst unendlich gross werden. 

Als Beispiel filr einen von einer einzigen Begrenzungs- 
linie oder -Flache umschlossenen Bereich eignen sich am 
besten die Kreisfldche und die VoUkugel wegen der einfachen 
Form ihrer Normalfunctionen. Die ausgezeichneten Werthe A 
bestimmen sich bei beiden aus der Grenzbedingung 

(hu+^^) =0 

\ ' Or/r=7 

allein, so dass durch letztere unmittelbar die Gleichungen 
der Curven, welche die Beziehung zwischen h und den zu- 
gehorigen ausgezeichneten Werthen A darstellen, gegeben 
sind. Far den Kreis lauten diese Gleichungen: 

(55) ;. >/A^^,(m = 0,l,2...<x,). 

und far die Kiigel (cf. Formel (34)): 

(56) h yi-^Jti^^A..^ (^ = 0, 1, 2...0C). 

(Die in letzterer Gleichung auftretenden Functionen J 

wurden in § 7, a dieses Theiles S. 98, 99 besprocheu). 

In beiden Fallen erhalt man fiir jeden Index m eine 
aus uniendlich vielen Aesten, welche je zwei Parallele zur 
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A -Axe zu Asymptoten haben und von A == — oo bis 
J =s -|- oo ansteigen , bestehende Curve ; nur der erste 
Ast besitzt nur eine Asymptote und schneidet die Ordi- 

natenaxe im PunJcte h = -, was sich daraus ergiebt, 

dass ffir sehr kleine Werthe des Argumentes sich Jy\ryX) 

auf (r VxY , -7^—— auf — ^ reducirt. Legt man nun dem 

Argumente A negative Werthe bei, so ergiebt sich aus der 
Reihenentwickelung (cf. § 7, a Seite 94) far J^, dass auch 
dann die durch (55) und (56) gegebenen Werthe h reell 
Ueihen und dass die betrachteten Gurvenaste sich stetig in 
den dritten Quadranten der AA-Ebene hinein fortsetzen. Sie 

verlaufen dort parabelahnlich in's Unendliche, da sich -j-j\ ^^^ 

unendlich grosse Werthe des Argumentes wie — tg ;g? ver- 
halt, also fiir unendlich grosse imaginare Werthe z = ir^ — A 

gleich -\ — 7- wird, so dass man dann erhalt: h = — ]/ — A. 

Jedem Werthe m entspricht ein solcher nach der Seite der 
negativen A in's Unendliche verlaufender Curvenast; demnach 
ergeben sich fiir den Kreis und die Kugel Curvensysteme 
von der in Fig. 20 angedeuteten BeschaflFenheit*). Legt man 
durch diese Curvensysteme eine Parallele zur A- Axe im Ab- 
stande h von letzterer^ so sind die Abscissen der erhaltenen 
Schnittpunkte die zu jenem h gehorigen ansgezeichneten 
Werthe A. Man erkennt hieraus sofort, dass jedem h unend^ 
Ikh vieU positive ausgezeichnete Werthe k ^^Tf? zugehoren, dass 
es dber negative Werthe If nur fur negative Werthe von h wnd 
mar aucJi dann nur in endlicher, mit — h wachsender Anzahl 
giebt, ganz wie wir es oben beim Rechteck auf etwas ande- 
rem Wege gefunden hatten. — Vermuthlich wird der eben 



*) Der Index der Bnchstaben (7, mit welchen in obiger Figur 
die CurvenHste bezeichnet sind, stimmt mit der entsprechenden Zahl m 
uberein. Den beiden negativen Werthen von A, fiir welche die zuge- 
hdrigen Abscissen X construirt sind, entspricht nach der Figur zu- 
f&llig je eine Doppelwu/rsel X, 
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ausgesprochene Satz allgemeine Giiltigkeit haben^ da sicli bei 
stetiger Aenderung des Bereiches doch hochst wahrschein- 
lich auch die negativen ausgezeichneten Werthe Tc^ stetig 



Fig. 20. 




andern warden und demnach ihre Anzahl, sofem man jeden 
mit der ihm zukommenden Multiplicitat*) zahlt, ungeandert 
bleiben muss. 



Man kann die bisherige Betrachtungsweise in der Weise 
umkehren, dass man den Bereich und den Werth von Jc^ 
dls gegeben hetrachtet und diejenigen Werthe aufsueht^ welche 
die in der Grenzbedingung auftretende Constante h haben mtiss, 
damit Au'{-h^u = eine aiisgezeichnete Losung hesitzt 

Die im Vorhergehenden benutzte graph ische Darstellung 
der Beziehung zwischen h und k lasst sich sofort zur Losung 
dieses umgekehrten Problems anwenden; man braucht nur 
eine Parallele zur A-Axe in dem gegebenen Abstande k^^h^ 

*) Die negativen jfe* des Kreiaes und der Kugel besitzen natur- 
lich dieselbe Multiplicitat, wie die demselben Index m der Normal- 
functionen entsprechenden positiven ausgezeichneten Werthe. 
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durch das Curvensystem zu legen und erhalt durch die 
Ordinaten der Schnittpunkte direct die gesuchten Werthe 
von A, Die besprochenen Beispiele lassen leicht die vermuth- 
lich allgemein gOltige Regel erkennen, doss zu jedem ge- 
gehenen ifc* unendlich viele Werthe h gehoren, doss aher positive 
Werthe h nur fur positive Tc^ eocistiren und auch dann nur in 
endlicher Anzdhly sofern Jc^ endlich ist 

Insbesondere kann der gegebene Werth Jc^ = sein; es 
handelt sich dauu um die Auffindung derjenigen Grenzbediu- 

gungen Aw + ^ = 0, fur welche es Losungen der Potential" 

gleichmg Au = giebt, die . in dem gegebenen Bereiche 
iiberall eindeutig, endlich und stetig sind, ohne identisch gleich 
Null zu sein. Dass liberhaupt bei gewissen negativen Werthen 
von h solche ausgezeichneten Losungen der Potentialgleichung 
existiren, hat wohl zuerst Dini bemerkt bei der Behandlung 
des Problems, die Gleichung Aw = fiir die Flache eines 

Kreises so zu integriren, dass hu -\- -^ langs der Peripherie 

r = r vorgeschriebene Werthe besitzt*). Diese ausgezeich- 
neten Losungen fiir den Kreis sind die Punctionen: 



( 



— ) (^m COS mg) + 6to sin m(p) 



mit unbestimmten Coefficienten o^ und hm- Denn die- 
selben genugen oflFenbar der Gleichung Aw = und der Rand- 

bedingung Aw + ^. = 0, worin h = — — ist, und besitzen 

die gewohnlichen Stetigkeitseigenschaften. — Bei unserer 
obigen Betrachtung uber den Kreis fanden wir, dass die Ordi- 
natenaxe (A = 0) von den construirten Curven in den Punkten 

h = — " (m = 0, 1, 2 • • • oo) 

geschnitten wurde; wir haben dort also eben jene von Dini 
aufgefundenen ausgezeichneten Werthe von h erhalten. 



*) Diniy Annali di Matematica, (2), V, 1873. Vergl. fiber die 
oben genannte Aufgabe fibrigens den IV. Theil der vorliegenden Dar« 



stellung. — 
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FUr die Vollkugel ergaben sich dieselben Schnittpiinkte 

h = — — ; in der That sieht man auch umgekehrt ohne 

Weiteres^ dass die ausgeeeichneten Losungen der Potentiair 
gleichung fur die Kugel^ uSmlich die Functionen 



m 

m 



Wm,ii — \y) ^ Pm,n (^) (An COS H^ + Bn sin Uq)) , 



ebenfalls der Grenzbedingung 

genilgen. — 

Der Jcleinste ausgezeichnete Werth von h im Falle fc^ == 
ist fiir jeden Bereich A = 0, weil die Potentialgleichung 

o — 

fiir jeden beliebigen Bereich eine der Grenzbedingung o— = 

geniigende ausgezeichnete Losung, namlich u »» Const, besitzt. 
Ueber die iibrigen ausgezeichneten Werthe von h und die zuge- 
horigen Losungen der Potentialgleichung fur beliebige Bereicbe 
scheint noch nichts bekannt zu sein. — 

Die letzten Betrachtuugen, bei welchen im Gegensatz zu 
alien vorhergehenden Entwickeluugen des 11. Theiles nicht 
mehr die Grenzbedingung, sondem A* cds gegeben gait, leiten 
gewissermassen schon zum folgenden Theile hinuber, in wel- 
chem die der partiellen DiflFerentialgleichuug Aw + ^*^ = 
genugenden Functionen ganz allgemein, ohne Beschrdnkung 
auf einen gegebenen Bereich und also ohne Biicksicht auf dm 
Grenzbedingung, aber bei gegebenem Ti? betrachtet werden sollen. 



III. Theil. 

Allgemeine Satze fiber die Fanetionen, welehe der 
partiellen Differeutialgleiehang An + k^u = geufigen. 

Vorbemerkung. Dieser Theil soil von den Eigenschaften 
der Losungen u in der Ebene und im Raume iiberhaupt 
handeln, in der Weise, wie etwa in der Potentialtheorie 
zuerst die allgemeinen Eigenschaften der Losungen von 
A F = untersucht zu werden pflegen, d. h. ohne Beriick- 
sichtigung besonderer Grenzbedingungen. Er wird demnach 
von wesentlich mathematischem , nicht von unmittelbar 
physikalischein Interesse sein nnd soil zeigen, wie man fiir 
die der Differentialgleichung Aw + ft^w = geniigenden 
Functionen eine Theorie entwickeln kann, welehe gewisser- 
massen eine Ve;:allgemeinerung der Potentialtheorie ist. 
Demeutsprechend werden auch den fiir die Functionen u 
geltenden Satzen die entsprechenden der Potentialtheorie 
gegeniibergestellt, und in § 2 wird einer noch wenig be- 
kannten Untersuchung der Potentialfunctionen, welehe einen 
wichtigen Unterschied zwischen den letzteren und den Func- 
tionen ti besonders gut hervortreten lasst^ einiger Raum 
gewidmet werden. — Da bisher erst wenig ausgedehnte 
Untersuchungen in der bezeichneten Richtung vorliegen, so 
werden wir uns ofter nur auf Andeutungen beschranken 
rnussen. Zunachst soUen nur Functionen u betrachtet werden, 
welehe in der ganzen Ebene, bezw. im ganzen Raume ein- 
deutig sind. Ferner werden wir in der Regel von einer Aus- 
dehnung der Betrachtung auf die verwandten allgemeineren 
Differentialgleichungen Abstand nehmen. 
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§ 1. Verhalten der Funotionen u in singnlSren Funkten 

im Endliohen. 

Wie man in der Potentialtheorie von der Particular- 
losang log r bezw. — ausgeht, aus welcher man die Potentiale 

mit hoheren Singularitaten, sowie solche ableitet, fiir welche 
Gebiete von einer, zwei oder drei Dimensionen stetig mit 
^^Massenpunkten'^, d. h. Punkten, in denen A V nicht mebr = 
ist, erfiillt sind, so wird man auch in der Theorie der Punc- 
tionen u diejenigen Particularlosnngen zu Grunde legen, welche 
in der Ebene oder im Baume nur von dem Abstande r des 
variabelen Punktes von einem festen Punkte abhangen und 
letzteren als singularen Punkt besitzen. 

Dies sind die im Nullpunkte unendlich gross werdenden 
Integrate der gewohnlichen Diflferentialgleichungen: 

p^ ^ l.p^]c^u = fur die Ebene, 

ar* ^ r dr * ' 

^ -I -s — h *^ w = fiir den Raum, 

dr' ^ r dr * ' 

also nach II, § 7 a) und c) die Funotionen YQ{kr) und 
(kr) ^ J Ahr), Die Bessel'sche Function zweiter Art 0*®' 

"■2" 

Ordnung Yq{q) ist definirt durch das bestimmte Integral 

n 

— / cos (() sin o) log (4() cos^cj)rfcj 



oder durch die unendliche Reihe 

^o^p) log (.+2. {;-/,((,)- 1 j,((,)+> Jc((.) -•••!, 

welche sich fiir sehr kleine Werthe des Argumentes Q = Tcr 
auf das Glied log q reducirt; Y^Qcr) wird also im Punkte 
r = logarithmisch unendlich gross j und zwar sowohl, wenn 
k reell ist, als auch, wenn Jc rein imaginar ist. Die Function 

(kr) ^ J^^ (kr) ist identisch mit ^ — , wird also im Null- 
punkte unendlich gross wie j- • 
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Die Singularitaten der nur von r abhdngenden particuldrm 
Integrals von Aw + ^w = in der Ebene und im Raume 
sind daher bei r = von derselben Art, wie die der entsprechen- 
den Potentidlfunctionen. Dagegen findet ia dem Verhalten in 
unendlicher Entfernung vora NuUpunkte keine solche Ueber- 
einstimmung statt^ wie im folgenden Paragraph naher aus- 
gefiihrt werden soil. 

Die gewbhnlichen Differentialgleichungen, welchen die nur 
Yon r abhangigen Functionen u geniigen^ besitzen noch die, 
falls k reell ist, in der ganzen Ebene bezw. im ganzen Raume 
nirgends unendlich gross werdenden Integrale 

Jo (A/-) bezw. --"-^ , 

welche im NuUpunkte den Werth 1 haben und sich im Un- 
endlichen ebenso verhalten^ wie die zuerst besprochenen 
Integrale, namlich daselbst von der ^^^ bezw. 1^^ Ordnung 
unendlich klein werden. — Die Differentialgleichung des Po- 
tentials besitzt bekanntlich keine andere liberall endliche und 
eindeutige Losung, als u = Const, und diese ist in der That 
das zweite Integral der gewohnlichen DiflFerentialgleichungen, 

welchen log r bezw. -- genugen. Es besteht in diesem Punkte 

also zwischen der Differentialgleichung Au -{- k^u = und 
der Potentialgleichung ein wesentlicher Unterschied, welch er 
ubrigens mit der Existenz der ausgesseichneten Losungen der 

8111 ICT 

ersteren auf s Engste zusammenhangt; denn J^iJ^r) und ,. — 

sind gemass unserer Definition als ,,ausgezeichnete Losungen^' 
fur die unendliche Ebene und den unendlichen Raum zu be- 
trachten. 

Im Falle eines negativen Werthes von h^ = — A;'* konnen 
gemass den Entwickelungen in II, § 4 (z. B. nach der geeignet 
specialisirten Formel (16)) fiir ein geschlossenes Gebiet, also 
wohl auch fur die unendliche Ebene*), keine ausgezeich- 



*) Zaii3.ch8t lasst sich uur schliessen^ dass fur die ODendliche 
Ebene keine uberall endliche Ldsung u, die I&ngs irgend einer ge- 
schlossenen Carve gleich Nnll wird, ezistiren kann. AUein durch die 
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neten Losungen existiren. Dementsprechend besitzt die ge- 
wohnliche Differentialgleichung 

aucb kein (iberall endliches Integral; Y^Qc'ri) wird Damlich 
im Nullpunkte unendlich gross wie log r, im Unendlichen 

wie (k'r) ^c*'**, und J^ik'Ti) bleibt zwar ffir r = endlich, 
Terhalt sich aber im Unendlichen ebenso wie Y^Qc'ri), — 
Ebenso ist es mit den Particularlosungen im Baume; denn 

man kann aus -^ — und -jp — keine Losung linear zusam- 

mensetzen, die weder fflr r = noch fiir r = cx) unendlich 
gross wird. — 

Was nun die Singularitaten hoherer Ordnung*) betrifft, 
welche eine sonst liberall stetige und eindeutige Losung von 
Aw + h^u =» in einzelnen Punkten besitzen kann, so sind 
dieselben, wenn der gerade betrachtete singulare Punkt der 
Nullpunkt des Polarcoordinatensystems ist, gegeben durch 

(57) Yn{kr) • cos (n(p) fflr die Ebene, 

(58) (Ar)"* J ^ (A;r).P^^„(cos «•) • ^9^ n<p fur den Raum, 

—•711 •"■■»• alU 

WO n und m irgend welche positive ganze Zahlen (wobei 
im zweiten Falle n < m) bezeichnen. Die Bessersche Function 
zweiter Art YnQcr) verhalt sich fiir sehr kleine Werthe von r, 
auf die es hier nur ankommt, wie (Ar)"** (vgl. die Darstellungen 
von Yn bei Lommel, Studien fiber die Besserschen Functionen, 
1868, §§ 23—25, speciell p. 90, u. C. Neumann, Theorie der Bessel- 
schen Functionen, 1867, p. 52) und die durch die Reihe (30) 

S. 95, 99 definirte Function (fcr)"^e7_ _ (fcr) wie (A;r)-"»-i. 

in I, § 2, b (S. 19—20) erSrterte phjsikaliache Bedeutung der Differen- 
tialgleichung Au ■\- k^u =» erscheint auch die Unm5glichkeit von 
LSsungen, die in der ganzen Ebene endlich sind und das Vorzeichen 
nioht wechseln, sicher gestellt. 

*) Functionen u, welche unendlich viele oder wesentlich singalS^re. 
Punkte besitzen^ schliessen wir von der Betrachtung ein fur alle Mai aus 
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Die PoteDtialfunctionen verhalten sich nun in singularen 

^_ CAS 

Punkten h5herer Ordnung in der Ebene wie /"** • . {nq>), im 



Bin 



Raume wie r~"*— ^ Pm,n(P') • (wy); mithin stimmen, was den 

6rad des Unendlichgrosswerdens anbetrifft, die hoheren Singu- 
laritaten unserer Functionen u ebenfalls mit denjenigen des 
Potentials dberein. Die Functionen, welche das Verhalten 
an den singularen Stellen darstellen, sind hier aber weit 
complicirter/ als in der Potentialtheorie; so enthalt z. B. r„ 
ausser dem mit r~" proportionalen Gliede noch solche, welche 
f iir r = unendlich gross werden wie r"*"~^, r~*~* etc. 
Sie lassen sich auch, wie Rayleigh 1. c. II, 283 bemerkt, nicht 
einfach durch wiederholte Differentiation nach irgendwelchen 

cos KV 

Richtungen auB T^Qcr) und ableiten, wahrend man be- 

kanntlich nach MaxweU*) die Potentiale mit einzelnen singu- 
laren Punkten hoherer Ordnung auf diese Weise aus log r 

und -— erhalt. Zwar genugen die aus l^o(^^) ^^^ durch 

Differentiation gewonnenen Functionen natiirlich der partiellen 
Differentialgleichung Au + Ic^u = und werden auch in der- 

CAS 

selben Weise unendlich gross, wie F„(ir)- . (nq)) bezw. 

(fcr) ^ J (kr)'Pm,n{^)' • (wy), aber sie stimmen mit 

letzteren Functionen nicht direct Qberein. Nur die Function 

2 

^'^a (*0 • (***) j^ AnW (^» sin n(p + Bn cos mp) 
ist auf die angegebene unmittelbare Weise zu erhalten, da 

/_ jw • r* - - y I (^ + ■-^) - i {VI ^) 

ist. Die besagte Nichtubereinstimmung hangt wohl damit 
zasammen, dass fur die Functionen u kein analoger Satz 
gilt, wie der bei der Herleitung des erwahnten Maxwell- 
schen Resultates zu benutzende Satz von Thomson, welcher 



*) Elektricit3.t and Magnetismus, I, p. 191 — 194. 
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das Verhalten von Potentialfunctionen bei der Transformation 
durch reciproke Radien betrifffc. (Vergl. uber letzteren Punkt 
den folgenden Paragraph.) — Es sei noch bemerkt, dass die 
Singularitaten der eindeutigen Losungen u, soweit sie darch 
das Anfangsglied der Entwickelnng dargestellt warden^ die- 
selben bleiben, wenn in der Differentialgleichung das Glied 
k^u noch mit einer analytischen Function f der Coordinaten 
multiplicirt auftritt, weil man in der Umgebung des betrach- 
teten singularen Punktes bei der Entwickelung von u nach 
den oben angegebenen Functionen die Function f als constant 
betrachten kann. — Demnach sind also z. B., wie aus dem 
zu Anfang von 11, § 7, b Gesagten hervorgeht, fQr die Lo- 
sungen u auf der Kugelflache die Singularitaten im Wesent- 
lichen die gleichen, wie fiir die Functionen u in der Ebene; 
genauer werden sie durch die Kugelfldchenfunctionen gtoeiter 
Arty d. h. die im Pole d' =^ unendlich gross werdenden, 
in Bezug auf q) periodischen Integrale der Differentialglei- 
chung (31), welche zuerst von Heine untersucht worden sind, 
dargestellt. 

Eine v^ichtige physikalische Bedeutung hat besonders die 
Singularitat niedrigster Orduung, welche durch I^(fcr) bezw. 

cos Tcir 

dargestellt wird. — Bei den Luftschtmngungen ist 

ein solcher singUjJarer Punkt eine einfache punktfdrmige 
Schallqitelle oder ein Erregungspunkt (v, Helmholt0, Crelle's 
Journal 67, p. 18. 1860), d. h. ein Punkt, in welchem ab- 
wechselnd mit gegebener Periode unendlich grosse Ver- 
dichtungen und Verdflnnungen hervorgebracht werden; denn 
%i . cos akit — r) ist das Geschwindigkeitspotential der 

Luftschwingungen, und die Verdichtung ist = ^-k. 

(unter a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles ver- 
standen), also ebenfalls proportional mit u. In Wirklichkeit 
wird nun eine solche „Schallquelle", welche sich im unend- 
lichen Raume befindet, oder eine analoge in einer unendlichen 
ebenen Luftplatte, kugel- bezw. kreisformige, gleichformig 
fortschreitende Wellen aussenden, wahrend die von uns be- 
trachtete Function m, da sie mit einem Zeitfactor cos ak(t—t') 
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multiplicirt das Geschwindigkeitspotential Hefert, den Schwin- 
gungszustand stehender Wellen darstellt. Man kann sich aber 
die letzteren dadurch entstanden denken, dass die vom Er- 
regungspunkte ausgehenden Wellen mit einem gleichen, 
aus dem Unendlichen kommenden und gegen bin conver- 
girenden Wellenzuge interferiren; und umgekehrt lassen sich 
die fortschreitenden Wellen aus zwei geeigneten Sjstemen 

stehender Wellen mit um -^ diflferirenden Phasen zusammen- 

setzen, so dass der gerade erwahnte Unterschied nicht sehr 
wesentlich ist. — 

In Wirklichkeit kann natiirlich eine Schallquelle auch 
nicht punktformig sein, da dann, damit sie eine endliche 
Menge Energie aussenden konnte, in diesem Punkte die Ver- 
dichtung und Yerdlinnung unendlich gross sein miisste; man 
hat sich vielmehr eine solche Schallquelle etwa als eine sehr 
kleine Eugel yorzustellen, welche sich periodisch radial zu- 
sammenzieht und ausdehnt, was auf dasselbe hinauskommt^ 
als ob innerhalb derselben abwechselnd Luft hinweggenommen 
und hinzugefugt wurde. In der Ebene hat man an Stelle 
dieser Kugel eine kleine Kreisflache zu setzen. Man kann in 
letzterem Falle auch das Problem der schwingenden Membran 
zur Deutung des Erregungspunktes heraDziehen^ indem man 
sich vorstellt, dass auf die als start anzusehende Flache des 
kleinen Ereises eine periodische aussere Druckkraft wirkt; 
lasst man den Ereis unendlich klein werden^ so muss, damit 
die Wirkung endlich bleibt, die Eraft und damit auch die 
Verriickung in ihrem Angriffspunkte unendlich gross werden. 
Diesen GrenzQbergang kann man sich leichter an dem im 
I. Theile (§ 2, a) erwahnten statischen Probleme der Biegung 
einer gespannten Membran durch daraufgegossene Fliissig- 
keit veranschaulichen; man sieht dort ohne Weiteres, dass, 
weun g der Radius des kleinen starren Ereises, P die ge- 
sammte ausser dem hydrostatischen Drucke auf ihn wirkende 
Druckkraft und p die constante Spannung der Membran ist, 

P+ Q^jtsu = — p ' 2jtQ ' ^ sein muss, dass also -^ bei 
gegebenem endlichem P fur unendlich kleines q unendlich 

Pock el 8, Differeutialgleiohang. 13 
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p^ross wie — oder — , u selbst somit logarithmisch unend- 

lich gross wird. 

Bei den Problemen der nichtstationaren Warmeleitung 
(Erkaltungsproblemen) ist die Deutung der singularen Punkte 
insofern nur etwas erzwungen moglich, als man in ihnen 
Warmequellen anzunehmen hat, deren Ergiebigkeit wie eine 
Exponentialfunction g— **«*' mit der Zeit abnimmt, woduich 
dann eben das zeitliche Gesetz der Temperatarabnahme fiir 
den ganzen Korper gegeben ist, ebenso wie die Periode der 
erzwungenen Schwingungen einer Luftmasse oder Membran 
durch die Periode des Erregungspunktes. — Dagegen hat 
bei der stationdren Warmestromung in einer ausstrahlenden 
Platte (I, § 2, b) ein Punkt, in welch em u logarithmisch un- 
endlich gross wird, direct die Bedeutung einer constanten 
Warmequelle, gerade wie soust in der Theorie der static- 
naren Warmestromung, wenn von der Ausstrahlong abgesehen, 
also Aw = gesetzt wird. 

Im AUgemeinen kann man nach dem Vorstehenden 
sagen, dass die singularen Punkte erster Ordnung bei den 
Schwingungsproblemen Quellen von Energie (namlich Punkte, 
in denen aussere, unendlich grosse Krafte wahrend einer 
beliebigen endlichen Zeit endliche Arbeit leisten, deren 6e- 
sammtbetrag fiir die Dauer einer Periode jedoch, da es sich 
far uns stets um stehende Schwingungen handelt, immer = 
ist), bei den Warmeleitungsproblemen Wdrmequdlen (Punkte, 
welche durch Warmezufuhr stets auf unendlich hoher Tem- 
peratur erhalten werden) sind. Mit Riicksicht auf diese 
phjsikalische Bedeutung mag es kunftig gestattet sein, wenn 
die Function u in einem Punkte unendlich gross wie — a log r 

oder wie — wird, die Constante a die Intensitdt dieses singu- 
laren Punktes erster Ordnung zu nennen. 

Die singularen Punkte zweiter Ordnung lassen sich ge- 
mass dem friiher Gesagten als Doppelquellen deuten, welche 
entstehen, wenn zwei einfache Erregungspunkte von .den 
Intensitaten + ^ ^^^ — ^ einander unendlich nahe riicken, 
wahrend zugleich a in demselben Grade unendlich gross 
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wird. Bei den LuftschwiDgungen hat eine Eugel^ welcbe als 
starrer Korper parallel einer bestimmten Geraden Sinus- 
schwingungen ausfuhrt, die Wirkung einer solchen Doppel- 
quelle, und naherungsweise tlberhaupt jeder beliebige in der 
angegebenen Weise schwingende kleine Korper, welcher 
periodisch auf der einen Seite seiner Schwingungsaxe eine 
Verdichtnng, auf der andern eine Verdiinnung erzeugt. Bei 
den Schwingungen einer Membran und bei der Warmeleitung 
hingegen kann man sich nicht gut eine physikalische Vor- 
richtung denken, welche einer Doppelquelle entsprache. 

Die singularen Punkte hoherer Ordnung konnen zwar, 
wie oben bemerkt wurde, nicht unmittelbar durch Zusammen- 
riicken von solchen erster Ordnung hervorgebracht werden, 
wohl aber, wenn man verschiedene so entstandene Singularitaten 
superponirt; sie sind also als Aggregate von vielfachen 
Quellen von verschiedenem Grade der Complexitat zu deuten. 
Seiche vielfache Quellen lassen sich bei den Luftschwingungen 
insofern realisiren, als sie in ihrer Wirkung, wie wir spater 
(in Theil IV) sehen werden, ersetzt werden konnen durch 
bestimmte Schwingungen einer um den singularen Punkt 
beschriebenen Kugelflache. In roher Weise wurde auch eine 
schwingende Glocke als vielfache Quelle, und z. B. eine Stimm- 
gabel als vierfache, entstanden durch ZusammenrQcken zweier 
symmetrisch zu einander liegender Doppel quellen, deren Axen 
in dieselbe Gerade fallen, angesehen werden konnen. 

§ 2. Excurs liber die Potentialtheorie ; Verhalten der 
Potentiale tmd der Ftmotionen u im Unendliohen. 

Es wurde bereits oben darauf hingewiesen, dass in dem 
Verhalten im Unendlichen ein wesentlicher .Unterschied 
zwischen den Losungen der DifiFerentialgleichung A w -f- fc^w = 
und den Potentialfunctionen besteht, im Gegensatz zu dem 
so ahnlichen Verhalten in solchen singularen Punkten, welche 
im Endlichen liegen. — Man erkennt diesen Unterschied 
leicht an den nur von r abhangigen Particularlosungen. So 
wird die Function ToQcr) filr sehr grosse Werthe von r 

13* 
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nahezu dargestellt durch j^ , unter C\ Df 

Constanten verstanden; sie wird also fiir lim r «» oo nebst 

ihren sammtlichen Derivirten unendlidi hlein wie r ^, wah- 
rend das entsprechende logarithmische Potential im Unend- 

lichen logarithmisch unendlich gross wird. Die Function — v — 

wird im Unendlichen von der ersten Ordnang anendlich 
klein; der Unterschied gegeniiber dem Newton'schen Poten- 
tial liegt hier erst im Verhalten der Derivirten, welche bei 

—T — sammtlich auch nur von der ersten Ordnung, bei — aber 

von hoherer Ordnung unendlich klein werden. — Dieses 
Verhalten gilt indessen nur fiir den Fall, dass k reell ist; 
ist Tg rein imaginar = lei, so werden diejenigen nur von r 
abhangigen Particularlosungen, welche sich im NuUpunkte 

wie log r bezw. — verhalten, in unendlicher Entfemung von 

letzterem entweder unendlich klein wie c'"*'' oder unendlich 
gross wie e+* '', zeigen also jedenfalls auch ein ganz anderes 
Verhalten, wie die entsprechenden Potentiale. Aehnliches 
warde sich bei einem Vergleich derjenigen nur von r abhangen- 
den Particularlosungen der Differentialgleichungen AF= 
und Aw + i^w = ergeben, welche bei r = einen singu- 
laren Punkt hoherer Ordnung besitzen. 

Um einen besseren Einblick in diese Verschiedenheit 
des Verhaltens im Unendlichen zu gewinnen, ist es erforder- 
lich, zu untersuchen, wie sich die betrachteten Functionen 
bezw. die Diflferentialgleichungen, denen sie genQgen, bei der 
Inversion (Transformation durch reciproke Radien) verhalten; 
wir woUen uns daher im Folgenden naher mit dieser Frage, 
zunachst fiir die Potential functionen, beschaftigen. 

Da die Inversion eine conforme Abhildung vermittelt, so 
geht durch dieselbe ein hgarithmisches Potential direct wieder in 
ein solches iiber. Ein Newton'sches Potential V{x, y, z) liefert 
zwar nicht unmittelbar wieder eine Potentialfunction, wohl 
aber, wenn man die durch Inversion vom NuUpunkte aus in 
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Bezug auf die Eugel vom Radius 1 erhaltene Function 

F(-j, ^, -j) noch mit — multiplicirt*). 

Diese beiden S&tze lemt man von einem einheitlichen 
Gesichtspunkte aus verstehen, wenn man homogene Variabele 
einfuhrt und einer Betrachtungsweise folgt, welche von 
Darboux**) herriihrt und von F, Klein in seiner Vorlesung 
liber ,,Lame'sche Punctionen" in grosserer Allgemeinheit 
dargelegt worden ist. Diese Betrachtungsweise beruht darauf, 
dass der Raum von n Dimensionen (Rn) (wir lassen hier 
der Allgemeinheit wegen die Zahl der Dimensionen un- 
bestimmt) als stereographische Projection einer Kugel im Baume 
von n + 1 Dimensionen (-Bn+i) aufgefasst wird, und dass 
als Variabele homogene Coordinaten x^ . . . Xn-\-2 ivn Rn-\-i ein- 
gefiihrt werden. Diese n + 2 Variabeln sind demnach durch 
eine Kiigelgleichung mit einander verkntLpft, welcher wir hier 
die specielle Form geben woUen: 

so dass sie eine „Kugel" vom Radius 1 um den Coordinaten- 
aufangspunkt darstellt, falls man — ^— , • • ^^ als gewohn- 

^n+2 ^n+2 

liche rechtwinklige Coordinaten deutet. 

Die Grossen x^, ... a;„+2 sind im Bn proportional den 
mit hestimmten Constanten multiplicirten Potengen des vari- 
ahelen Pimktes in Bezug auf w + 2 feste „KugeW^, welche 
letzteren die stereographischen Projectionen der „Schnitt- 
kreise" der ^Kugel" im -B»+i mit den „Coordinatenebenen" 
Xi = , . . ., Xn-\-2 = sind; sie ^onnen daher als poly- 
sphdrische Coordinaien bezeichnet werden (speciell im JRg als 
pentaspharische, im B^ als tetracyclische nach Darboux). 
Zwischen ihnen und den gewohnlichen homogenen Coor- 



*) W. Thomson, Liouville's Journal XII, 1847. 
**) Ueber die Einfubrung dieser ^pentaspharischen*' Coordinaten 
vergl. z. B. Darboux' Bucb: Sur une classe remarquable de courbes 
et de surfaces alg^briques et sur la th^orie des imaginaires. Paris 1873. 
Femer: Comptes Rendus LXXXIII (2), 1876, p. 1037 u. 1099 (Anwen- 
duDg auf die Potentialtbeorie). 
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dinaten j/i , . . • yn+i des i!« bestehen die aus der stereo- 
graphischen Projection folgenden Beziehungen^ z. B. bei 
specieller VerfQgung ilber die beiden Coordinatensysteme die 
nachstehenden: 

Diese Formeln entsprechen im Falle n »» 2 der Annahme, 
dass — , — , — gewohnliche rechtwinklige Coordinaten im 

Xa OCa Xm 

^f —) — solche in der Aequatorebene (x^ «= 0) der Kugel 

^1* + ^2^ 4" ^3* "^ ^4^ s^^^> wobei die Coordinatenazen y, = 0, 
y2 *= mit den Spuren der Ebenen a?, ==« 0, ic^ = ^ zusammen- 
fallen, und der Projectionspunkt der Punkt Xi = 0, iCj «= 0, 
^3 ~ ^4 ist. 

Den Inversionen des iJ^ von beliebigen TransformatioDS- 
mittelpunkten aas und mit beliebigen Transformationsradien, 
verbuDden mit Spiegelungen, Drehungen, Parallelverschie- 
bungen und Aehnlichkeitstransformationen, entsprechen alle 

homogenen linearen Substitutionen der Xhy welche die Kugel- 
«+i 

gleichung ^^ Xj? = x^^.^ ungeaudert lassen. 
1 

Es sei nun im Rn eine. PotenticUftmction V ( — — • • • — —) 

gegeben^ d. h. eine Function nullten Grades von yi, . . . yn+i) 
welche der partiellen Differentialgleichung 

geniigt. Dieselbe wird durch die sterepgraphische Projection 
auf die ,,Kuger^ im i^n-fi iibertragen, so dass man dort eine 

OTj x^ 

Function der Argumente , ••• erhalt, 

welche die Diflferentialgleichung 
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erfiillt. Hierbei ist der Projectionspunkt (x^ = rc^ • •• = iCn = 0, 
Xn^i= Xn-\.2) ©in ausgczeichneter Punkt; allein man kann 
nun V zerlegen in einen Factor, welcher in einfacher Weise 
von letzterem Punkte abhangt, und einen zweiten Factor, 
welcher dayon unabhangig ist, namlicb bei alien linearen 

n-fl 

Transformationen, welche die Kugel ^*a;,.^= xl^^ in sich 

1 

uberfiihren, ungeanderten Charakter behalt. Zu diesem Zwecke 
ist zu setzen 

i , . . ; ) 

91—2 



WO nun W eine Form — ^ — ^^ Grades der Variabeln x^ ... x„-f a 

ist, wahrend der erste Factor, gleich Null gesetzt, — - — fach 

zahlend die im Projectionspunkte beriihrende „Tangential- 
ebene" der „ Kugel" des iJn+i darstellt; im i2„ bedeutet 
Xn-{.i — Xn+2 = dcn ufiendlich fernen Punkt. Wir miissen 
bier in der Geometric der reciproken Radien namlich das 
unendlich Weite im i2« als Punkt auffassen, weil es bei der 
stereographischen Projection aus einem Punkte hervorgeht; 
so wiirden wir im Falle n = 2 (siehe oben) nicht von der 
unendlich fernen Geraden^ sondern vom unendlich fernen 
Punkte der Ebene reden miissen. 

Es ist jetzt zu zeigen, dass die Form W in der That 
bei alien linaren Transformationen, welche die Gleichung 

n+l 
A 
l' 

geandert bleibt. 

Ebenso wie F, geniigt das oben eingefiihrte W zunachst 

der Diflferentialgleichung ^ — ^ _|. . . . -|. __ ^ = 0, da es sich 
von V nur durch einen von x^, ,., Xn unabhangigen Factor 



ic^ = icj , g in sich Uberfiihren, in ihrem Charakter un- 
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unterscheidet. Femer enthalt W gemass der obigen Defi- 
Dition die Variabeln Xn^i und Xn+i nur in der Verbindung 
a?n+i — ^n-f 2, woraus folgt 



^^« + l ^^S+8 



= 0. 



Demnach geniigt die jetzt betrachtete Form W der Diffe- 
rentialgleichang 

Mit dieser Gleichung ist nun der eigentliche Charakter der 
Form W ausgesprochen; denn es lasst sich zeigen, dass dieselbe 
nuverandert bleibt, wenn man W uuter Benutzung der Kugel- 

gleichung ^^ x\ = x\.^ irgendwie modificirt, namlich einen 

/n+l ' \ 

Ausdruck ?7 = I ^ x^ — xl^^jX^Xi, ... Xn+t) hinzufugt, 

worin X eine ganz beliebige Form vom y~ *^ Grade 

bedeutet. Dies ergiebt sich auf folgend^ Weise. Es ist 



d 

d 



'^n4-2 **+* ^^n+2 \ 1 



n-fl 
^^h ^n + 2 jf 

also, da der Factor der zweiten Diflferentialquotienten yon 
X gleich Null ist, 

n+l n+2 

nach dem Euler'schen Theorem uber homogene Functionen 
ist aber 

n + 2 

^ ax 2 + n Y 

>ai: = --2-^' 

1 ^ 

folglich 
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^ dxl dxl_^^ 

d. h. U selbst, und daher auch das modificirte W geniigt der 

oben fur das specielle W gefundenen Diflferentialgleichung. 

Diese letztere bleiht dber bei alien linearen Siihstitutionen 

n-fl 

der x^y ... Xn+29 welche die Gleichung ^ x^^ = ^^ i g ^w sich 

uberfUhren^ also bei alien Inversionen (oder uberhaupt bei 
alien Transformationen durch „Kugelverwandtscliaften") des 

Rnj unverdndert, aus demselben algebraischen Grunde, wie 

d^V d^V d^V 

p— ^ + -K-i -h -^-T '^^i alien orthogonalen Substitutionen von 

Xy y, z invariant ist. Es ergiebt sich also der Satz: 

Zerkgt man eine Potentialfunction des Raumes vmi n 
Dimensionen unter Anwendung polysphdrischer homogener Coor- 

dinaten, welche durch die Belation y^xl — ^J •. 2 = verhun- 

1 

den sindf durch Abtrenniing eines Factors ^ der, gleich Null 
gesetzt, den —= — fach gezahUen unendlich fernen PunJct des Rn 

2 M 

darstellty so bleibt eine homogene Function — — *®^ Grades der 

polysphdrischen Coordinaten, eine Fotentialform {K,\ ubrig, 
welche, wie inan sic auch durch die zwischen den polysphdrischen 
Coordinaten bestehende Relation umgestalten mag, der partiellen 
DifferenUalgleichimg 

^ f^a? f)x^ . 

1 ^^A ^^n + 2 

genUgt und demnach ihren CharaJcter (der eben durch diese 
Gleichung bestimmt ist) bei alien Inversionen des Rn behalt*). 



*) Fdhrt man andere poly8ph§.rische Coordinaten ein, zwischen 
denen die Belation ^t ^a a^.^a^-aj^™ besteht, so lautet die Diffe- 
rentialgleichung fdr die Fotentialform W, symbolisch geschrieben; 
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Im Falle n = 2 wird W^^V] das logarithmische Potential 
hleibt also bei der Inversion selbst ein solches, wie ja hinlang- 
lich bekannt ist und auch schon oben hervorgehoben warde. — 
Im Falle n = 3, d. h. wenn es sich um das Newton' sche 

Potential handeli, wird TFeine Form vom Grade — — • Wendet 

man hier die vorhergehende Entwickelung speciell auf die 

gewohnliche Inversion an^ so gelangt man zu dem auf 

S. 197 angefilhrten Thomson' schen Satge, wie nachstehend ge- 
zeigt werden soil*). 

Sind -jy Ty T ^^® gewohnlichen rechtwinkligen Coor- 

Z ti Z 

dinaten im Raume von drei Dimensionen, so erhalt man 
polyspharische Goordinaten x^^ . , , x^y zwischen welchen die 
Relation x,^ + x^ + x^ + x^ — x^ = bdsteht, wenn 
man setzt: 



Si 






d 



W^O, 



n+2 

' . 



wobei nnter einem bei Ansrechnung der Determinante eDUtehenden 

d d d*W 

Producte ^ — • o — • ^ der Differentialquotient -^ — 7^ — zu veratehen 

ist. Diese Gleichnng bleibt unverandert bei alien linearen Trans- 
formatioDBD , welche ^ ^.^ik^i^k^^ ^ ungeS.ndert lassen. W wird 
in diesem Falle aus dem Potential V erhalten dnrch AbtrennuDg eincs 

n-~2 

Factors von der Form I >' A.x. ) , welcher gleich Null gesetat 




wieder deu unendlich femen Funkt des 12. darstellt, und desBen 

Codfficienten A^ daher keiner anderen nothwendigen Bedinguug unter- 

liegen, als dass die mit den A. gerHnderte Determinante der a^^ j^ gleich 
Nail ist. 

•) Vergl. Darbaux, Compt. Eend. LXXXIIl (2), 1. c. 
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Xi = 2xt, X2 = 2yt, x^ = 2ztj 

die fiinf festen Eageln des penta43pharischen Coordinatensystems 
im R^ sind bier: die drei Coordinatenebenen (zu denen jedes- 
mal die unendlicb feme Ebene reap, der unendlich feme 
Punkt (t = 0) zugehort), die Einheitskugel um den Coordi- 
natenanfangspunkt, die Kugel vom Radius i mit demselben 
Mittelpunkte. Die recbtwinkligen Coordinaten driicken sicb 
dann wie folgt durcb a;, , . . . iCg aus; 

X x^ y Xf ^ Xn 

und es ist 

^' = Y (^* — ^5); ^ + y^ + ^^ = — Y (^* + ^5) • 

Der Inversion in Bezug auf die Kugel 

•C* t/* £f' 

^ + |, + -,- = 1 Oder x^ = 0, 

1 ' ^ ^ X . xt y , yt z . zt 

bei welcher — in -5—1 — s-i — i. 4- in -, . ,— i — 5, — in 



t x* + y*+z*' t x^+y^+z*^ t x^+y*+z* 
iibergeht, entspricht also die Vertauschung von x^ mit — x^. 
Nun ist nach der Definition der Potentialform *TF, wenn 

^(f' f ' t) ^^^ Gleichung g+|-^ + |y==0 genugt, 
einerseitSy 

andererseits 

Da nun W die Gleichung 

dx,* + dx,* + arce* "^ aa:^' dx,* "" ^' 
oder, weil a?4 und ojg nur in der Verbindung x^^ — iCg vor- 
kommen, -^--, + ^-^ + -^--, = -^^-,- + -^ + W = er- 

fullt, so genUgt 



L 
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t v ( ^^ y* zt \ 

l/^.« + yt _jr7» W + y'+z^' ^M^FT?' x^ + y^ + W 

derselben Differentialgleichung in Bezug auf re, j/, ^^ wie 
F ( J , Y > t) * ■'-^^®'^ ^^* ^'^^^ gerade der Thomson'sche Satz, 

welcher ja aussagt, dass - F^— , — , — j, wo r fur ya?*+y*+^* 

steht, ein Potential ist, falls V{x, y, d) ein solches ist. 

Doch kehren wir zur allgemeinen Betrachtung zur^ck. — 
Die vorhergeliende ErSrterung zeigt auf das Deutlichste, dass 
fur die Potentialfunctionen das unendlich Weite heine wesendich 
amgezeichnete Bolle spielt\ denn die durch Abtrenuung eines 
einfachen algebraischen Factors erhaltene Potentialform bleibt 
ja bei der Inversion eine solcbe^ d. h, die fiir sie charakte- 
ristische Differentialgleichung andert sicli dabei nicht. 

Anders liegen die Verhaltnisse bei den der partiellen 
Differentialgleichung 

Au + Jc^u = 

geniigenden Functionen. Diese Gleiehung nimmt bei Eia- 
ftihrung ^er homogenen Variabeln j/i, . . . J/n+i die Form an 

oder bei Einfiihrung der durch die Relation ^ xl = Xn+2 

1 

verbundenen Variabeln iCi, . , . a;«+2 die Form: 
Zerlegt man nun, analog wie beim Potential, u in 

n— 2 

{Xn+1 — a;n+2) * -w, 
SO ergiebt sich fur die Form w die Differentialgleichung 
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In dieser dndert sich nun bei linearen Transformattonen, welche 

y^xl — xl^^ in sich selbst uberfuhrmj zwar 

1 

nicht, wohl aher der Nenner des mit w selbst prqportionalen 
Gliedes; die Form w behalt also bei einer Inversion ihren 
Charakter nicht. Hieraus ist ersichtlich, dass sich die Func- 
tionen u im Unendlichen ganz anders verhalten miissen, wie 
in irgend einem im Endlichen gelegenen Punkte. Man liber- 
zeugt sich nun leicht entweder durch das oben bei den 
Potentialfunctionen angegebene Verfahren oder durch directe 
Umrechnung, dass in Folge der gewohnlichen Inversion (vom 
NuUpunkte des rechtwinkligen Coordinatensystems x, y, z 
aus und mit dem Transformationsradius Eins) m dem Gliede 

¥u der Differentialgleichung der Factor — hinzxitriU\ d, h also, 

wenn u(x, y, js) eine Losting von Aw + h^u = ist, so ge- 

niigt — -wl-^, -^, -j]^==^u der Differentialgleichung: 

Am a r- = 0. 

Der Factor von l^u wird im NuUpunkte, welcher dem ur- 
sprunglichen unendlich femen Punkte entspricht, unendlich 
gross vierter Ordnung; folglich ist ersterer ein singuldrer PunJct 
der Differentialgleichung J und man kann auch sagen, der un- 
endlich feme Punkt ist ein singuldrer Punkt der Differential- 
gleichung Am + Jc^u = 0. Dies gilt in gleicher Weise fdr 
die Ebene und fur don Raum; denn der bei der Inversion 
hinzutretende Factor ist beidemal derselbe. — 

Beispiele fur das Verhalten von Functionen m, die der Glei- 
chung Au-^-h^u^O geniigen^im Unendlichen gewiimi man, wenn 
man die Inversion auf die im vorigen Paragraphen betrachteten 
Particularlosungen anwendet. So ergiebt sich, dass sich im 

Raume von drei Dimensionen die nur von r abhangige 

k k 

Losung im Unendlichen verhalt, wie Ar cos \r Br sin — 

in der Nahe von r = 0; die Function selbst wird also in 
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dem singularen Punkte zwar unendlich kleiD^ aber die erste 
Ahleitung Dach r wird schon unendlich gross (die Function macht 
bei Annaherung an den Nnllpunkt unendlich viele unendlich 
kleine Oscillationen)^ so dass man es mit einem wesentlidi 
singularen Punkte der Function zu thun hat. In der Ebene 

geniigt u (-j, —) selbst der durch den Factor -j modificirten 
Differentialgleichung und verhalt sich im Nullpunkte wie 
Jq l—j oder Y^^ I- -J , besitzt also daselbst ebenfalls unend- 
lich grosse Ableitungen. — 

Wegen dieses singularen Yerhaltens der Losungen yon 
All -{- ¥u = (und den verwandten Differentialgleichuugen) 
im Unendlichen ist von vornherein gar nicht zu erwarten, dass 
Satze fiber die Functionen Uy welche fur ganz im Endlichen 
liegende Bereiche abgeleitet sind, auch fiir Gebiete^ die sich 
in's Unendliche erstrecken, entweder direct oder doch nach 
geringer Modification noch Giiltigkeit behalten, wie man dies 
aus der Potentialtheorie gewohnt ist; iu vielen Fallen wird 
dies thatsachlich nicht der Fall seiu, und immer wird jene 
Uebertragung von Resultaten, die fiir endliche Gebiete ge- 
wounen sind, grosse Vorsicht erfordern. Aus diesem Grunde 
werden wir uns im Folgenden in der Regel genothigt sehen, 
uns auf die Betrachtung der Functionen u in endlichen 6e- 
bieten zu beschrankien. 

§ 3. Darstelliing von u diiroh ein Rand- oder Oberfl&ohen- 

integral auf Grand des Green'schen Satzes. Allgemeine 

Satae von H. Weber. Weitere Folgerungen ans dem 

Green'schen Satae. 

Bekanntlich hat Riemann die Stetigkeit eines^ gewissen 
Voraussetzungen gendgenden, (ibrigens aber beliebigen loga- 
rithmischen Potentials V(Xf y) aus der Formel bewiesen: 

WO das Integral langs irgend einer den Punkt x, y um- 
schliessenden Curve zu erstrecken ist, und r die Entfemung 
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eines Elementes ds dieser Curve vom Punkte x, y bezeichnet. 
Dieses Beweisverfahren hat nun H, Weber in seiner mehrfach 
genannten Abhandlung (Math. Ann. 1) auf die Losungen der 
partiellen Differentialgleichung Aie + h^u = in der Ebene 
iiberfcragen. Es lasst sich namlich der Werth von u in irgend 
einem Punkte Xq, y^ ebenfalls durch ein langs einer ge- 
schlossenen^ denselben umschliessenden Curve gebildetes In- 
tegral darstellen, welches sich von dem obigen nur dadurch 
unterscheidet, dass die Bessel'sche Function zweiter Art ^^(Ajr) 
an Stelle von log r steht. Dies ergiebt sich, wie beim loga- 
rithmischen Potential, durch Anwendung des Green^schen Satzes: 

— / / uAu'dxdy=^l u" -J^ ds — / / u'^Audxdy 

auf einen Bereich, aus welchem der Punkt Xq, y^ durch einen 
kleinen Kreis ausgeschnitten ist^ so dass die Randintegrale 
aus einem langs der Randcurve s und einem langs jenes 
kleines Kreises zu nehmenden Theile bestehen, wobei n immer 
die nach Aussen gerichtete Normale, also auf dem Kreise 
dem von Xq, y^ aus gerechneten Radius r entgegen gerichtet 
ist. Setzt man nun fiir u eine Losuug der Differential- 
gleichung Aw -f- Fw = 0, fur m" die specielle Losung 

— Y^^Qcr), welche im Punkte x^j y^ unendlich gross wie 

— logr wird, so wird / / uAu'dxdy= f f u'Au'dxdy, 

und es bleibt von den Integralen, welche liber den um Xq^ y^ 
beschriebenen Kreis zu erstrecken sind, wenn derselbe un- 
endlich klein wird, nur / u ^^^ ds iibrig, dessen Grenz- 
werth = 2xu{Xq, y^ ist. Polglich erhalt man 

(60) u{x„y,)=^lJ[u'-^-^/^T,{lc7)\ds. 

Wenn diese Formel gilt, so ist tf(fl?Q, y^) im ganzen vou 
der Curve s umschlossenen Gebiete eine analytische Function. 
Mit Rucksicht auf die Bedingungen, unter welchen die Green- 
sche GleichuDg (59) iiberhaupt giiltig ist und in die vor- 
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stehende (60) Hbergeht^ das heisst, unter welchen nur die 
oben erwahnten Integrate librig bleiben, dagegen diejenigen 
verschwinden, welche flber die etwaige Unstetigkeitspunkte 
und Unstetigkeitslinien von u ausschneidenden Curven zu 
erstreeken sind, ergiebt sich daher der folgende^ von H. WAer 
aufgestellte Satz: 

Wenn eine Function u in einem endlichen ebenen Bereiche 
nur ausserwesentlich singulars Punkte in endlicher Anzahl hesitzt 
und den Bedhigungen geniigt, doss die Punkte, in denen die Diffe- 
rentialgleichung Am + ft^ti = nicht erfUllt ist, Jceine Flache, 
die Punkte, in denen u unstetig isty keine Linie erfuUen^ doss 

ferner an jedem Unstetigkeitspunkte q -^-- mit dem von letgterem 

aus gerechneten Radiusvector q nnendlich klein wird^ dass die 
Diiferentialquotienten von u nach der Normale einer heliebigen 
Linie stets beiderseits gleich sind, und dass endlich keine 
durch Aenderung des Werthes von u in einzelnen Punkten heb- 
baren Unstetigkeiten vorhanden sind, so ist die Function u nebst 
alien ihren Diiferentialquotienten im gangen Bereiche endlich 
und stetig. 

Unter entsprechenden Voraussetzungen lasst sich fiir 
die Losungen von AM + i*ii = im Ranme von drei Dimen- 
sionen die Darstellung 

/^^x / N 1 /* /* f - ^ fcoskr\ du cos kr\ J 

(61) «(^o.yo,^o) — i^JJ ha^ii— -j-F^-T-r" 

ableiten, worin das Doppelintegral iiber irgend eine, den 
Punkt Xq, y^, 0q ganz umsbhliessende Flache zu bilden ist; 
hieraus folgt dann wieder, dass u eine analytische Func- 
tion von Xq, t/oj ^0 ^^^' Diese Darstellung durch ein Ober- 
flachenintegral findet sich zuerst bei H. v. nelmholte in 
der schon frliher erwahnten Arbeit (Crelle's Journal Bd. 57), 
welche uberhaupt die erste allgemeine Untersuchung fiber 
die Diflferentialgleichung Aw + ft^w = enthalt, sodann 
wieder bei Mathieu*) und Poincare**). Letzterer hat 



*) Theorie des Potentials, Capital III, § 10. 
**) Amer. Journ. of Math. XII, § 4. 
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sie benutzen woUen^ um die Stetigkeit der atisgegeich- 
neten Losungen zu beweisen; dies hat aber, abgesehen 
day on ; dass seine Entwiekelangen (schon wegen Unter- 
drilckung der nothigen Voraussetzungen) nicht ganz einwurfs- 
frei sind, wenig Werth^ solange die Existem der ausgezeich- 
neten Losungen^ also solcher, welche in einem gegebenen 
Gebiete nicht unendlich gross werden und an der Oberflache 

der Bedingung Aw + ^ = geniigen^ nicht mathematisch 

bewiesen ist; Poincare giebt dies iibrigens auch selbst zu. 

Liegt der Punkt ar^, y^ oder x^^ y^, z^ ausserhaJb des 
Gebietes, fiber dessen Begrenzung die Integrate in (60) oder 

(61) genommen werden, so sind dieselben nicht gleich w(a?Q, j/^) 
bezw. u(Xq, y^, z^j sondern gleich NiM, da ja dann auch 

Y^^kr) oder im ganzen Bereiche stetig ist. Perner 

gelten immerj sofem u in demjenigen Gebiete, welchem der 
Coordinatenanfangspunkt (r «= 0) angehort, durchaus endlich 
und stetig ist, die Gleichungen: 

(62) /(«^|^-fJ«^o(*^)l'^* = 0, 

//JON CC\- ^ (^inkr\ ^wsinfcrl , ^ 

welche dem Satze 

/ J— ds = bezw. / I ^— do = 

der Potentialtheorie hinsichtlich ihrer Ableitung aus dem 
Green'schen Satze in gewisser Weise entsprechen. Fiir die 
Yorstehenden Integrate , welche in der Potentialtheorie den 
Werth Null haben, erhalt man dagegen hier, indem man 
in (59) u = Uy w" = Const, setzt, die Belationen: 

Hieraus folgt z. B., dass innerhalb einer geschlossenen Curve 
oder Flache, langs welcher ^ = ist, u das Vorzeichen 

PockelSf DifferenUalgleiohung. 14 
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wechseln^ also langs mindestens einer Curve bezw. Flache ver- 
schwinden muss. 

Diese letzteren Gleichungeu gestatten {Lbrigens, wie die 
entsprechenden einfacheren der Potentialtheorie^ eine einfache 
phjsikalische Interpretation. 

Die erste, angewendet auf die Schtcingungen einer 
Membrafif auf deren innere Punkte keine ausseren Erafte 
wirken^ sagt aus, dass die Summe der am Rande der 
Membran senkrecht zu deren Ebene wirkenden Spannungs- 
componenten in jedem Zeitmoment gleich der Beschleunigung 
des Schwerpunktes der Membran, multiplicirt mit deren Ge- 

sammtmasse, ist; denn es ist A* = — l-^j , wenn £ die Dichte, 

T die Schwingungsdauer, p die Spannung bezeichnet. (Dieser 
Satz gilt fiir ein beliebig abgegrenztes Stfick einer Membran; 
auf ein unendlich kleines Stiick angewendet, kann er umge- 
kehrt zur Ableitung der Bewegungsgleichung dienen, wie es 
z. B. in Bayleigh's ^^Theorie des Schalles^' geschehen ist.) 
Beim Problem der einfachen harmonischen Luftschwingungen 
bedeuten obige Gleichungen, dass durch irgend eine gedachte 
geschlossene Flache, in deren Innerem sich kein Erregungs- 
punkt befindety in jedem Zeitelement ebensoviel Luft aus- 
tritt, als die Gesammtanderung der Dilatation der einge- 
schlossenen Luftmasse betragt. (VergL I, § 1, a.) Fur die 
stcUionare Warmestromung in einer frei ausstrablenden Platte 
ist die Bedeutung der Gleichung 



frJ' — fl^^'f 



unmittelbar evident (vergl. I, § 2, b). Fiir die Erkaltung 
eines leitenden ESrpers, der keine Warmequelle enthalt, nach 
dem Gesetze e^****' lasst sich die entsprechende Relation 
dahin deuten, dass die durch irgend eine innerhalb des Kor- 
pers construirte geschlossene Flache^ insbesondere durch 
seine Oberflache, in dem Zeitelemente dt hindurchstromende 
Warmemenge stets proportional ist der im Innern enthal- 
tenen gesammten Warmemenge (sofem man diese von der 
Temperatur der Umgebung an rechnet); die Erkaltung gelit 
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daher ebenso yor sich, als ob jedes Theilchen des Eorpers 
far sich nach dem Newton'schen Gesetze nach aussen Warme 
ausstrahlte. — 

Besitzt die Function u, auf welche der Green'sche Satz, 
wahrend m" = Const, gesetzt ist, angewendet wird, innerhalb 
des betrachteten Gebietes Unstetigkeitspunkte, in denen sie 
unendlicb gross wird wie — akYQ(lcr) im Fall der Ebene 

oder wie a^ im Fall eines raumlichen Gebietes, so er- 

giebt sich auf bekannte Weise: 

I J- ds = — / / h^udf — 2% ^ftth bezw. 

welche Gleichungen sich fiir Membranen, auf die in ein- 
zelnen Punkten periodische Krafte wirken, filr schwingende 
Luftmassen, die einfache Erregungspunkte yon den In- 
tensitaten an, sowie fQr erkaltende Eorper oder ausstrahlende 
Flatten, die Warmequellen von den Ergiebigkeiten a^ ent- 
halten, wieder in dem oben erorterten Sinne deuten lassen. 
Endlich sei noch erwahnt, dass fiir die soeben betrach- 
teten Functionen u mit Unstetigkeitspunkten die Gleichungen 
bestehen 

worin r^ die Entfernung des h^^ Unstetigkeitspunktes yon 
dem beliebig gewahlten Nullpunkte bezeichnet. Bei specieller 
Wahl des letzteren konnen daher die auf der linken Seite 
stehenden Integrale auch dann gleich Null werden, wenn die 
Function u Unstetigkeitspunkte besitzt. Die yorstehenden 
Gleichungen, oder, wenn man will, die Gleichungen (64), ent- 
sprechen den fiir die Potentialfunctionen geltenden Gauss- 
schen Satzen*) 

*) Diese und die flbrigen in diesem nnd dem folgenden Para- 
graphen berflhrten Satze der Potentialtheorie finden sich zuerst aus- 



sin htj^ 
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bezw. 



/ 
If 



- dS = 5- >^, «A 

on 2ff.^U 

dV' 1 V 



Diejenigen RelatioDen, welche sich aus dem ersten Theile 
der Gleichung (59) ergeben, wenn man fdr u nnd w" zwei 
verschiedene oder eine und dieselbe Losung von Aw + fc*w = 
oder der allgenieineren Differentialgleichung (13) setzt, wur- 
den bereits in II, § 4, S. 57 — 59 aufgestellt und mehrfach 
benutzt. — 

Eine weitere Folgerung aus dem Green'schen Satze ist 
folgender Satz: 

Eine Losung u der Differentialgleichung Au-{-J(?u = in 
der Ebene, welche Idngs eines beliebig hureen Ourvenstiickes, 
oder eine solche im Baume, welche Idngs eines beliebig Meinen 
Fldchenstilclces zugleich mit ihrer ersten Ableitung ncLch dessen 
Normale verschtvindet, ist Oberhaupt identisch gleich Null, 

Um diesen Satz fur die Ebene zu beweisen^ setze man 
(uach H. Weber) in der Green'schen Gleichung 

J J («' A«" - uLu')df =J (u'^-^-^' IJ) ds 

fur w' jene Losung u und fur w" das logarithmische Potential 
log -^, wobei der NuUpunkt und der Radius U so gewahlt 

werde, dass von demjenigen Curvenstiick, auf welchem 

w = ^- = ist, und von dem Kreise mit dem Radius B 

on ' 

ein Flachenstiick begrenzt wird, innerhalb dessen und auf 
dessen Begrenzung' u das Vorzeichen nicht wechselt; dies 
kann man (sofem unendlich dichte Haufung singularer Punkte 

gesprochen in der 1840 erschienenen beriihmteD Abhandlung von Gauss: 
^Allgemeine LehrsSitze in Beziehung auf die im verkehrten VerhSltnisse 
des Quadrates der Entfernnng wirkenden Anziehungs- und AbstosBaugs- 
krS,fte'*; die Formel (69), aus welch er sie alle unmittelbar ableitbar 
sind, ist aber schon 1828 von G, Green in seinem „ Essay on the 
application of mathematical analysis to the theories of electricity and 
magnetism^* (wieder abgedrnckt in Crelle's Journal 89^ 44 und 47 und 
in Green's Math. Papers, London 1871) aufgestellt worden. 
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uDd wesentlich singulare Punkte ausgeschlossen werden) jeden- 
falls dadurch erreichen, dass man jenes Flachensttick hin- 
reicheud klein macht. Der Green'sche Satz, auf das letztere 
angewendety ergiebt dann: 

Das Eandintegral verschwindet far das Gurvenstiick, auf 

welchem u = -^— = ist, und reducirt sich auf 

on ' 



Ja^^ds^±J^ds 



fur den Ereisbogen, wobei das obere oder untere Vorzeichen 
gilt^ jls nachdem r die aussere oder innere Nor male des 
Ereisbogens ist. Im ersteren Falle ist innerhalb des Flacben- 

T m 

stiicks log-p<0, im letzteren >0-, die Gleichung 

Jjh'u • log ^ d/- = + -^- Juds 

steht demnach im Widerspruch zu den obigen Voraus- 
setzungen, ausser wenn u constant = ist. Man kann nun 
das Flachensttick, fOr welches jetzt der Satz bewiesen ist, 
successive erweitem^ indem man immer neue, durch eine 
innerhalb des vorher betrachteten Flachenstiickes liegende 
Curve und einen neuen Ereisbogen begrenzte Flachenstiicke 
hinzufugt. So ergiebt sich, dass die Function ti, soweit sie 
^berhaupt mit den gewohnlichen Stetigkeitseigenschaften 
definirt ist, identisch = sein muss. Fiir den Baum ist 

der Beweis ganz analog zu fQhren, indem statt log ^ das 

Newton'sche Potential ^ und statt des Ereises natiir- 

r £1 

lich eine Eugelflache zu Hulfe genommen wird. 

Eine unmittelbare Folge dieses Satzes^ welcher fibrigens 

auch fcLr die Losungen der allgemeineren Differentialgleichung 

At* + k^fu = gilt, wenn f eine iiberall positive Orts- 

function bezeichnet, ist die, dass eine Losung u in einem 

ebenen bezw. raumlichen Bereiche, in welchem sie die be- 

kannten Stetigkeitseigenschaften besitzen soli , vollstdndig 
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bestimmt ist, sobald langs eines noch so kleinen Curven- 
bezw. Flachensttlckes die Werthe von u und g— gegeben 

sind. Dasselbe gilt offenbar, wenn die Function u selbst, im 
Falle der Ebene fiir ein beliebig kleines Flachenstflck, im 
Falle des Baumes fQr ein beliebig kleines raumliches Gebiet, 
gegeben ist. — Diese Eigensehafk bildet einen wesentlichen 
Unterschied zwischen den Losungen der Differentialgleichungen 
vom elliptischen Typus tiberhaupt (vergl. I, B, § 4) und denen 
der Differentialgleichungen vom hjperbolischen Typus, z. B. 

o— o — h A;*w = ; denn fttr die letzteren konnen die Werthe 
oxoy ' ' 

Yon u und -^ langs einer das ganze Gebiet durchziehenden 

Gurve^ sofem dieselbe nicht gerade eine Gharakteristik ist, 
beliebig vorgeschrieben werden*). Der tiefere Grund dieses 
Unterschiedes liegt dariu, doss stetige Losungen einer dlipti- 
schen Differentialgleicfmng auch analytisch sind, stetige Lo- 
sungen einer hyperbolischen oder pardbolischen Differentialglei' 
chung dagegen Tceineswegs nothwendigerweise, — 

Aus dem yorstehenden Satze ergiebt sich auch, dass zwei 
stetige Functionen, die in zwei in einer Flache aneinander- 
grenzeuden Baumen der Dlfferentialgleichung Aw + ^^^ = O 
genugen und an jener Flache nebst ihren Differentialquo- 
tienten nach deren Normale iibereinstimmen, analytische 
Fortsetzungen von einander sind, was v. Helmholtg 1. c. auf 
etwas andere Weise, namlich mit Hiilfe der Formel (61), 
bewiesen hat. Ferner folgt aus dem oben bewiesenen Satze 
unmittelbar, dass eine Losung in der Ebene, die langs einer 
Linie, oder eine Losung u im Raume, die auf einer Flache 
verschwindet, beim Ueberschreiten dieser Linie bezw. Flache 
das Vor0eichen wechselt. 

Eine letzte, aus dem Green'scheu Satze ableitbare Eigen- 
schaft der Functionen u wird wegen ihrer besonderen 



*) Vergl. Du Bois-Reymond, Crelle's Journal 104, 1889 und Ficard, 
Memoirs but la th^orie des Equations aux d^riv^es partielles etc., 
Journal de Math^matiques, s^r. 4, t. YI 1890. Chap. II. 
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Wichtigkeit und der weitlaufigeren Erorterungen, za denen 
sie Anlass giebt, im folgenden Paragraphen besprochen 
werden. 

§ 4. Uber die Linien und Fl&ohen, anf welchen die 
Frmotionen u versohwinden. Beihenentwiokelmigen far 

die Fnnotionen u. 

a. Analogon eum Gauss^schen Mittelwerthsatee der Potential- 
theorie und Folgemngen uber die Existenz von Nulllinien beew. 

Nullfldchen. 

Bekanntlich ist der Werth einer Potentialfunction in 
irgend einem Punkte gleich dem arithmetischen Mittel aus 
den Wertben dieser Function auf irgend einem nm diesen 
Punkt als Mittelpunkt beschriebenen Kreise bezw. auf einer 
um ihn beschriejbenem Engelflache^ vorausgesetzt, dass dieser 
Ereis oder diese Eugel keine singularen Punkte jenes Po- 
tentials umscliliesst. Dieser Satz ergiebt sich durch Anwen- 
dung der Gleichung 



oder 



^(-o,.o)=-^/(log^||-^F).. 



ai 



auf einen Ereis oder eine Eugel mit dem Punkte Xq, y^ oder 
Xq, ifQ, Zq als Mittelpunkt; denn in diesem Falle ist, die ge- 
wohnlichen Stetigkeitseigenschaften von V yorausgesetzt, 

I -^— ds oder / I ^— do = 0, sowie ^ constant = —, 
J on J J on ' on r ' 

4 

-5— constant = -^i- • 

on r* 

Um zu einem entsprechenden Satze ftlr die Losungen 
von Aw + h^u = zu gelangen, hat man die Gleichungen 
(60), (61) und (62), (63), welche unter den hier fiir u voraus- 
gesetzten Stetigkeitsbedingungen gelten, auf den um den 
Punkt Xq, j/q beschriebenen Ereis bezw. die um Xq, y^^ Zq 
beschriebene Eugel anzuwenden. Man erhalt dann aus (60J 
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Qod (62) f&r die Fnnctionen u in der Ebene die beiden 
Gleichungen: 

in 2n 

(60') uix,, y,) = ^ '^''^fudv - i, YoQcr)/^^ dv, 



(62') = ^ '-W'f^d^P - ^ Jo(*^)/|f ^9>. 



und ebenso filr die Functionen u im Baume: 

«(a^o, %, *o) = - ii ^ (°^) //«'^«' 

, r* COB kr ^ T du , 

Hierin bezeichnet r den Radius des Kreises bezw. der 
Kugel; diD die Oefihung des von Xq, y^, Zq aus dnrch die 
BegrenzuQg des Flachenelements do der Kugel hindorch ge- 
legten Kegels. 

Multiplicirt man (60') mit Jo(A;r), (62') mit —T^{kr) 
und addirt dann beide Seiten dieser Gleichungen, so folgt 
(wenn fortan Uq statt u(Xqj y^ oder u{x^j y^y z^ geschrieben 
und der Strich tlber r fortgelassen wird): 



%n 





Nun ist, da J^iJ^r) und Y^iJ^r) beide der DifFerentialgleichung 



genagen, 

d i -TT dJi, T dYi 

dr 



(yo'^-Jof^) + M^o'^-^o^)=0, 



Y dJ^ J dYp C^ 

dr ^ dr r ' 

Der Werth der Constanten C ergiebt sich = — 1 , weil 
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fur r Bs der Ausdruck auf der linken Seite unendlich gross 

wird, wie j-^ — - = Demoach lautet die obige 

Gleichung zwischen Uq und dem arithmetischen Mittel aus 
den Werthen u: 

(66) Wo . JoQcr) = ^J udq) . 



Wenn man analog mit dem Gleiehungspaar (61'); (63') 
ver^hrt und dabei beriicksichtigt, dass 

COB A;r d / sin kr\ sin kr d / cos kr\ k 

r dr \ r / r dr \ r / r* 

ist; so ergiebt sich fiir das arithmetische Mittel der Werthe 
u auf der Eugel vom Radius r die Relation: 

(67) u,.''l^ = ^Jjudm. 

Eliminirt man umgekehrt aus (60^) und (62') / udq>, 

ans (61') and (63') / f udo), so gelangt man zu einfachen 
Beziehungen zwischen Uq und dem Mittelwerth von j-] die- 



selben lauten: 



2rt 



(68) uykJ^(kr) = ^j j^^tp, 



(69) «, . y (cos kr - i^) = i- jy 1^ rfo,. 

Die Gleichungen (66), (67) gehen, wenn man ft = setzt, 
in den Gauss'schen Mittel werthsatz, (68) und (69) dagegen 

in den Satz / ^— ds = bezw. / / y- dfo = liber. 

Es sei noch erwahnt, dass sich die beiden ersten auch 
direct aus der in Polarcoordinaten transformirten Differential- 
gleichung Am 4~ ^^^ ""= ableiten lassen, indem man die- 
selbe iiber einen Ereis oder eine Eugelflache integrirt; auf 
diese Weise ist die Gleichung (66) zuerst von H. Weber (vergl. 
§ 3 seiner Arbeit in Math. Ann. 1) und die Gleichung (67) 
von V. Helmholtz aufgestellt worden. — 
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Diese Gleichimgeii gestatten nun eine Reihe interes- 
santer SchlfLsse, welche far den Fall der Ebene grossten- 
tlieils sclion yon H. Weber gezogen worden sind. — Aus 
(66) nnd (67) folgt zunachst, wie in der Potentialtheorie, 
doss durch einen Punkt^ in wdchem u{= u^ = ist, 
mindestens eine Linie bezw. Fldche hindurchgehen musSy auf 
welcher u verschwindet] denn andemfalls konnten die Mittel- 
werthe auf einer um jenen Punkt beschriebenen Kreislinie 
bezw. Engelflache von belieingem Radius nicht verschwinden, 
wie es doch nach den genannten Gleichungen thatsachlicli 
der Fall ist. Ebenso ist aus (68) und (69) zu schliessen, 
dass durch einen Punkt^ in dem Uq = ist^ auch mindestens 

eine Linie bezw. Flache hindurchgeht^ langs welcher -^ 
verschwindet. 

Femer muss u auf dem Ereise (der Kugel) vom Radius r 

(ein kr\ 
bezw. Uq —t — ) mindestens an zwei 

Punkten (bezw. auf einer geschlossenen Curve) annehmen^ 
woraus folgt^ dass u auf mindestens einer durch den Punkt 
^09 Vo (^o> Vof ^o) gehenden nicht geschlossenen Curve (Flache) 
mit wachsendem r dieselben Werthe in derselben Reihen- 

folge annimmt, wie Wo*'o(^*') (bezw. %—t — )' 

Aus dem Mittelwerthsatze der Potentialtheorie wird 
geschlossen, dass ein Potential fur einen gegebenen Bereich 
niemals in Punkten im Innem desselben Maxima und Minima 
erreicht. Dieser Schluss lasst sich fOr die Functionen u 

nicht Ziehen, da der Mittelwerth — / Udfp bezw. t~ I I **^® 



nicht vom Radim r des Kreises oder der Kugd unahhdngig ist, 
und in der That zeigen die im Theil II betrachteten Beispiele^ 
am besten das des Ereises, dass es im Innern eines Bereiches 
geschlossene Curven (bezw. Flachen) und auch PimJcte geben 
kann, wo u ein Maximum oder Minimum erreichL — Daher 
kann man auch nicht schliessen^ dass die Punkte, in denen 
u = Const ist, immer Curven (bezw. Flachen) erfflUen, wie 
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beim Potential-, denn f&r bestimmte Werthe der Gonstanten 
kaun es einzelne Punkte geben, in welchen u jenen (Maximal- 
Oder Minimal.) Werth annimmt. 

Besonders interessant ist der Umstand, dass es solche 
Werthe des Radius r giebt^ fttr welche der Mittelwerth von 
u verschwindety ohne dass der Werth yon Uq=^ ist; es sind 
dies fiir die Ebene die Wurzeln der transcendenten Gleichung 

wahrend sie fiir den dreidimensionalen Baum direct angebbar, 
namlich => -r- sind^ falls n eine positive ganze Zahl be- 

zeichnet. Es gilt somit der Satz: 

Auf einem Kreise beew. einer Kugel von einem dieser 
speciellen Badien ist das arithmetische Mittel aus den Werthen 
u immer gleich NuUj ganz einerlei, wo der Mittelpunkt liegt^ 
sofem nur der Kreis oder die Kugel keinen singtUdren Punkt . 
der Function u umschliesst. 

Hieraus folgt^ wenn man irgend eine in einem gewissen 
Gebiete der Ebene oder des Raumes eindeutige, endliche und 
stetige Losung u betrachtet^ dass dieses Gehiet der Ebene von 
Linieny oder dieses Raumgebiet von Fldchen durchzogen ist, auf 
welchen u verschwindet. Die Dimensionen der Bereiche, in welche 
die Ebene oder der Raum durch diese Gurven oder Flachen 
zerschnitten wird, sind wenigstens in einer Richtung kleiner 
als die kleinste Wurzel von JQ(Jcr) in der Ebene und kl^iner 

als Y im Raume (oder h5chstens gleich diesen Werthen fiir 

ein kreis- bezw. kugelformiges Gebiet); demnach ist die Ge- 
sammtzahl jener Bereiche^ falls die ganze Ebene oder der 
ganze Raum in Betracht kommt, jedenfalls unendlich gross. 
In je zwei zusammenstossenden Gebieten hat u nat^rlich 
entgegengesetzte Yorzeichen. — In der Existenz dieser 
NuUcurven oder NuUflachen zeigt sich ein sehr wesent- 
licher Unterschied der Functionen m, welche der Differential- 
gleichung AM-f-fc*M = genilgen, gegeniiber den Potential- 
functionen^ und eine klare Analogie zu den periodischen 
Functionen] in der That haben wir ja auch schon besondere 
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Funcidonen u kennen gelemt^ die Producte aus trigonome- 
trischen Functionen sind, nnd im Falle einer Yariabeln geheu 
die Functionen u geradezn in sin kx nnd cos Jcx iiber. Man 
konnte die Losnngen von Au -|- l^u »> oder noch allge- 
meiner diejenigen der Differentialgleichong Au -|- i?fu = 0, 
worin f eine durchaus positive analytische Function der 
Coordinaten ist, wegen des gerade besprochenen charakte- 
ristischen Yerlaufes wohl zweckmassig als oscillirende 
Functionen bezeichnen. Specielle Falle derselben sind die- 
jenigen Functionen einer Variabeln, fSr welche wir im § 8 
des II. Theiles das Oscillatianstheorem bewiesen haben. 

Es muss jedoch ausdrtlcklich bemerkt werden, dass das 
Vorstehende nur gilt, wenn k* positiv ist; bei negativem 
h^ (= — i'*) existiren keine solche Systeme von NuUcurven 
oder Nullflachen, da die Factoren von Uq in (66) und (67) 

dann J^Qc'ri) und — ^, heissen und somit fQr keinen 

reellen Werth von r verschwinden. Das Verhalten der zu 
negativem A? gehorigen Functionen u ist daher demjenigen 
der Potentialfunctionen viel ahnlicher. 

Die betracliteten NuUcurven und -Flachen sind physi- 
kalisch zu deuten als die Knotenlinien einer unhegreneten 
homogenen und gleichmdssig gespannten Membran bezw. als die 
Bduche (Flachen, auf welchen keine Bewegung der Theilchen 
stattfindet) hei den stehenden Schumgungen des unbegrenjsten 
Luftrcmms bei gegebener Schwingungsdauer, Hiemach ist plau- 
sibel; dass sie auch fur die Functionen, welche der cdige- 
meinereny den Schwingungen inhomogener Membranen oder 
Luftmassen entsprechenden Differentialgleichung 

Am + T^fu = 

genugen, existiren miissen, sofern die Function f iiberall 
positiv ist Ein mathematischer Beweis hierfur ist jedoch 
bisher nicht erbracht. 

Gemass lien Gleichungen (68) und (69) giebt es bestimmte 
Radien r von der Art, dass auf jeder Ereislinie bezw. Eugel- 
flache, welche mit einem dieser Radien um einen beliebigen 
Mittelpunkt beschrieben ist, das arithmetische Mittel der 
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Werthe ^ gleich Null ist; auf jedem dieser Kreise oder 

Eugelflachen muss daher w mindestens zweimal das Zeichen 

wechseln. Hieraus lasst sich weiter folgem, dass es unend- 
lich yiele Gurven in der Ebene bezw. Flachen im Baume 

giebt, langs welcher ^— (die Ableitung nach der Normale 

dieser Curven oder Flachen) verschwindet. Die Existeuz 
dieser Curven (Flachen) ist indessen schon aus ihrer Eigenschaft 
als orthogonale Trajectorien der Curven (Flachen) u = Const, 
zu erschliessen^ welche letzteren nach dem vorhin nber die 
Theilung der Ebene bezw. des Raumes durch die Nulllinien 
bezw. NuUflachen Gesagten in unendlich grosser Anzahl 
(die ganze Ebene bezw. den ganzen Baum erfGllend) yorhanden 
sind. Ausser auf diesen orthogonalen Trajectorien verschwin- 

det librigens o— auch noch langs solcher Curven bezw. Flachen, 

auf welchen u einen Maximal- oder Minimalwerth besitzt. 
(Yergl. das Beispiel der ausgezeichneten Losungen fdr Kreis 
und Kugel.) Ueber die durch diese Curven und Flachen, auf 

welchen q— = ist, erzeugte Zerschneidung der Ebene und 

des Baumes liessen sich ganz ahnliche Betrachtungen an- 
stellen, wie fiber die Zerschneidung durch die Nullcurven 
und Nullflachen der Functionen w. Wir werden uns im 
Folgenden aber auf die letzteren beschranken, theils der 
grosseren Anschaulichkeit halber, theils, weil die Uebertra- 
guug der folgenden Besultate auf die Curven und Flachen, 

fur welche q— = ist, keinerlei Schwierigkeiten darbietet. 

b. Betrachtung der zu einem gegebenen Werthe h^ gehorenden 
Ehmentarbereidie. GesetgmdssigJceiten in der Gestalt derselben. 

Wie wir gesehen haben, giebt es fiir irgend eine in 
einem Theile der Ebene eindeutige, endliche und stetige, der 
Differentialgleichung Au -{- k^u = geniigende Function 
eine grossere oder geringere Anzahl von Nulllinien] die- 
selben konnen theils in sich geschlossen sein, theils in's 
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Unendliche yerlaufen, immer aber theilen sie das betrach- 
tete Gehiet der Ebene in Bereiche, deren Dimensianen wenig- 
stens in einer Richtung endlich sind, Ganz Analoges gilt 
fQr die Functionen u im Baume, Diese Bereiche nuD, inner- 
halb welcher die gerade betrachtete Function u ihr Vorzeichen 
nicht ioechselt und an deren Bande sie verschtvindet, soUen die 
ZQ ihr gehorigen Elementarbereiche genannt werden. Man kann 
sicb also die Aufgabe stellen, fUr einen gegebenen Werth F 
und eine gegebene Losung von Aw + fc*w = die zuge- 
h5rigen Elementarbereiehe zu bestimmen^ oder aber man kann 
auch niir den Werth von Ic^ als gegeben betrachten und nach 
zu ihm gehorenden Elementarbereichen fragen, deren es 
dann natiirlich eine unendliche Mannigfaltigkeit giebt. Diese 
letztere Fragestelluug ist gerade die Dmkehrung von der- 
jenigen^ welche uns im Theil II beschaftigte, wo die zu einem 
gegebenen Bereiche, andessen Bande u=0 sein sollte, gehoren- 
den Werthe von i* zu ermitteln waren. Wie dort von aus- 
gezeichneten Werthen von k^ fur einen gegebenen Bereich 
die Bede war, so konnte man auch umgekehrt von ^aus- 
gezeichneten Bereichen^^ (d. h. ausgezeichneten Begrenzungs- 
curven oder -Flachen) sprechen, die zu einem bestimmten 
Werthe A* gehoren. — 

Physikalisch wiirde die jetzt besprochene Problemstellung 
z. B. lauten: Es soil die Gestalt solcher homogener Membranen ge- 
fwnden werden, wdche einen und densdhen hestimmten Grundtan 
geben. Bei den Functionen u im Baume ware eine Problemstel- 
lung von anschaulicher physikalischer Bedeutung (namlich etwa 
diese: die Gestalt geschlossener Luftraume zu finden, welchen 
ein gegebener Grundton zukommt) wohl nur dann moglich, 
wenn diejenigen Elementarbereiehe betrachtet wfirden, an 

deren Begrenzung q— = ist, was ja nach dem oben Ge- 

sagten in derselben Weise geschehen konnte, wie beiderGrenz- 
bedingung u ^=0, 

Nach dem Vorstehenden ist jede heliebige in einem 
Theile der Ebene bezw. des Bournes eindeutige, endliche und 
stetige Losung von Am + i^w = fm bestimmte Bereiche eine 
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jyatisgeiseichnete Losung^^ in dem frdher definirten Sinne, so 
dass also bei der jetzigen Betrachtnngsweise der Unterschied 
zwischen ausgezeichneten und allgemeinen Losungen der Diffe- 
rentialgleichung verschwindet. — 

Wir wollen nun zunachst einen Satz ableiten^ welcher 
geeignet ist, die Vorstellung von der Theilung der Ebene 
(oder des Raumes) in Elementarbereiche etwas klarer zu 
machen, namlich den Satz, dass man zwei zu einem und dem- 
seJben Jc* gehorige Elementarbereiche nie so uber einander legen 
Icann, dass der eine gang in das Innere des andern faUL Der 
Beweis soil fiir Bereiche in der Ebene gefuhrt werden, wiirde 
sich aber fur den Baum voUstandig analog gestalten. 

Es seien u, u' zwei zu demselben i* gehorige Lo- 
sungen der Differentialgleichung. und es werde angenom- 
men^ dass ein Elementarbereich T von u einem solchen 
T von u' ganz oder doch mit Ausnahme einzelner gemein- 
samer Stticke der Begrenzung in sich enthalte. Die Grenz- 
curve von T' werde mit a, diejenige von T" mit 6 bezeichnet. 
Dann kann man annehmen, dass u' in T\ u" in T" posiHv 
ist; ware dies von vornherein nicht der Pall, so brauchte 
man ja nur den Factor — 1 in die betreffende Function u 
aufzunehmen. Da u an jeder NuUlinie das Zeichen wechselt, 
so ist bei dieser Festsetzung u' in dem, allgemein zu reden, 
ringformigen Bereiche zwischen a und 6, sowie auf der 
Curve a iiberall negativ, wenn der Einfachheit wegen vor- 
ausgesetzt wird, dass zwischen a und b keine Nullcurve von 
u' liegt. (Ware letzteres der Fall, so wiirde man die folgende 
Betrachtung auf den Bereich zwischen jener Nullcurve und 

a anzuwenden haben.) Dann ist femer -^ — auf a und ^ — 

^ on on 

auf b negativ, wenn unter n beidemal die aus dem Bereiche 
T' bezw. T" hinaus gerichtete Normale verstanden wird. 
Wendet man nun den Green'schen Satz 

J J {u'Au'' - u'Au')dxdy ^J[u'^^ — ^"%)ds 

auf den Bereich zwischen a und ^ an, so verschwindet das 
Doppelintegral, da u und u" beide der Diflferentialgleichung 
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At4 -\- k^u = genugen, und man erhalt, da u' langs a, 
u' langs b gleich Null ist. 



u -^ — as= I u -K— as. 



wobei n in dem angegebenen Sinne zu rechnen ist. Nach 

dem oben fiber die Vorzeichen von u\ u" und -5—, -«— 

Gesagten sind nun alle Elemente des Integrals auf der linken 
Seite negatiy, alle Elemente desjenigen auf der rechten Seite 
aber positiv; folglich ist die Annahme^ dass der Bereich T 
den Bereich T* als Theil in sich enthalten konne, nicht 
moglich^ und es mfissen sich die Begrenzungen zweier zu 
demselben 1^ gehoriger Elementarbereiche, wie man dieselben 
auch ubereinander legen mag, stets schneiden, Man kann 
dieses Resultat auch aus dem yon H, A, Schwarz 1. c^ ebenfalls 
mit Hulfe der Green'schen Gleichung bewiesenen Satze fol- 

gern, dass die Grosse h^ (bei ihm die Grosse — j beistetiger 

Zusammenziehung der Begrenzung des Bereiches stetig wachst; 
denn hiernach ist fur einen Bereich ^ der ein Theil ernes 
anderen ist, nothwendig h^ grosser als fQr den letzteren, es 
konnen also zwei derartige Bereiche nicht als Elementar- 
bereiche zu demselben Jc^ gehoren« 

Einen speciellen Fall dieses Satzes haben wir schon bei 
Gelegenheit der mehrfachen ausgemchneten Werthe k^ ebener 
Bereiche kennen gelernt (cf. 11, § 5, S. 66); „speciell" ist 
der dort betrachtete Fall insofern, als die „zu einem mehr- 
fachen ausgezeichneten Werthe k^ gehorigen Losungen" seiche 
Functionen u sind, welche eine Nulllinie gemeinsam haben, die 
ein aus mehreren Elementarbereichen zusammeirigesetztes FUichen- 
stack umschliesst 

Es sei schliesslich hervorgehoben, dass zwei zu dem- 
selben k^ gehorige Functionen u, die einen Elementarbereich 
gemeinsam haben, sich uberhaupt nur durch einen constanten 
Factpr unterscheiden und so mit alle Elementarbereiche ge- 
meinsam haben, da ja der kleinste ausgezeichnete Werth h^ 
eines gegebenen Bereiches stets ein einfacJier ist, also ein 
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solcher, zu dem nnr eine Normalfanciion gehort (vergl. das 
Verfahren von Sckware zur Herstellimg der letzteren^ II, § 10), 
und da eine Losung Uy die in einem Stuck der Ebene bezw. 
des Raumes gegeben ist, auch in ihrem GesamnUve^^lauf voll- 
standig bestimmt ist. Demnach kann jede Losung von 
Au -{• Jc^u = durch einen bestimmten Bereich, namlich 
irgend einen ihrer sammtlichen Elementarbereiche, charak- 
terisirt werden. Bertlcksichtigt man noch das Stetigkeits- 
princip (S. 95) und die S. 167 erwahnte Beziehung der aus- 
gezeichneten Werthe k^ zu den Dimensiouen des zugehorigen 
Bereiches, so gelaugt man zu dem bemerkenswerthen Satze: 

Die Differentialgleichung Aw + k^u = mit gegebenem k 
hesitst immer eine und nur eine Losung^ fUr wehhe einer ihrer 
Elementarbereiche einem beliebig gegehenen Bereiche dhnlich ist. 

Diese Losung wird im Allgemeinen bei analjtischer 
Portsetzung keineswegs iiberall eindeutig und stetig bleiben, 
obwohl man unendlich viele Bereiche vorscfareiben kann, fiir 
welche dies eintritt. — 

c. Satze iiber den Schnitt der Nullcurven und Nullflachen; 
Entudckelung der Functionen u fiir die Umgebung nicht 

singularer Punkte. 

Nach einem von Rankine aufgestellten Satze schneiden 
sich zwei Niveauflachen des Newton'schen Potentials recht- 
winklig, ausser wenn durch ihre Schnittlinie noch mehr 
Niveauflachen hindurchgehen, in welchem Falle sich dieselben 
alle unter gleichen Winkeln schneiden*). Analoges gilt fiir die 
Niveaulinien des logarithmischen Potentials. — Diese Eigen- 
schaft der Niveaulinien und -Flachen lasst sich leicht aus 
der Entwickelung des Potentials fur die Umgebung eines 
nicht singularen Punktes ableiten, und auf dem entsprechen- 
den Wege werde ich nachstehend fur die Functionen u den 
Satz beweisen: 

Wenn n NUlUinien einer Function u in der Ebene durch 



*) Maxwell, Electrici1S,t nnd Magnetismns; ubersetzt yon Wein- 
stem. I. p, 169—171. 

Pockels, DiflFereatialglcichuDg. 15 
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einen Punkt oder n NuUftachen einer Function u im Baume 
durch erne Curve hindurchgehen, so schneiden sich dieselben unter 

gleichen Winkdn von — • 

Dass sich zwei Nullcurven bezw. -Flachen^ wo sie sich 
allein treffen^ senhrecht schneiden (was schon in 11, § 6 bei 
der Construction der Knotenlinien des Quadrates benutzt wurde), 
lasst sich aus den Formeln (66) und (67) in Yerbindung mit 
deuDL Tajlor'schen Satze ableiten. 1st die Anzahl der sich 
schneidenden Nulllinien oder Nullflachen aber grosser, so ist 
erst die Entwickekmg der Fundionen u fur die Umgebung eines 
nicht singuldren Punktes iiberhaupt aufzustellen und dann for 
den Fall zu specialisiren, dass in dem betrachteten Punkte 
u den Werth hat. 

Man kann, wenn noian den letzterem zum NuUpunkte 
eines Polarcoordinatensystems wahlt, die Function u in 
der Ebene in eine Fourier'sche Beihe, im Baume in eine 
Beihe nacb Eugelflachenfunctionen entwickeln, deren Coef- 
ficienten Functionen von r sind. Durch Einsetzen der Beihen 
in die partielle Differentialgleichung ergeben sich dann fdr jene 
Coefficienten die in II, § 7 betrachteten gewohnlichen DiflFe- 
rentialgleichungen (26') und (33), von deren Integralen hier 
nur die im NuUpunkte endlich bleibenden oder verschwinden- 

den, also Jn{Jcr) bezw. r ^ J i{kr\ benutzt werden diirfen. 

Denmach erhalt man folgende Beihenentwickelungen ftir u: 
in der Ebene 

00 

(70) u = ^z * JfiQcr) {An cos wy + Bn sin ny) , 



im Baume 

CO J n 



(71) M «= ^^ (hr) ^J i{kr)'^Pn,m{GOSd)'{A^rnCOSmfp 
"2 

+ Bn,m&mm(p). 

Ueber die Convergenz dieser Beihen liegen, so viel mir be- 
kannt, noch keine Unter suchungen vor; aber ftir hinreichend 
kleine Werthe von r, auf die es ftir den gegenwartigen Zweck 
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nur ankommt, convergiren sie sicher. Um nun das Verhalten 
Yon u im NuUpunkte zu untersuchen, bat man nur das 
niedrigste Glied jeder Reihe beizubehalten; dasselbe sei (indem 
namlich ^4^ = JBq = • • • = An—i «= 5»— i = und Ao, m == -Bo, w 
= . . . = An--i^m = ^»— i,in == angcnommen wird) 

JnQcr) (An cos wg) + ^n sin n(p) 
bezw. 

(kr) ^J i{kr)^'np^^(cosd){An,m(^o&m<p + Bn,m^irimg))y 

wo nun auch die Bessel'scben Fnnctionen durcb die niedrig- 
sten Glieder ibrer Potenzentwickelungen ersetzt werden 
konnen. Man siebt bieraus zunacbst, dass u nur dann fur 
r = verschwinden kann, wenn die Ordnungszabl n des 
Anfangsgliedes ^ 1 ist; femer aber, dass in letzterem Falle 
in der Ebene durcb den Nullpunkt n sicb unter Winkeln von 

— scbneidende Linien bindurcbgeben, auf welcben u ver- 

schwindet^ und deren Tangenten im NuUpunkte durcb 
An cos ng) -{- Bn sin nq> ^^ bestimmt sind, und dass im 
Raume durcb den Nullpunkt Nullflacben von u bindurcbgeben 
die sicb daselbst wie die Kegel und Meridianebenen verbalten, 
auf welcben die Kugelflacbenfunction 




'^ Pn,m (cos d'){An,m COS Mg) + Bn,m siu mg)) = SniP', (f) 


gleich Null ist. Damit sicb die durcb den betracbteten 
Punkt im Raume gebenden Nullflacben in einer lAnie scbnei- 
den, muss sicb diese Kugelflacbenfunction S„(0', y) auf eine 
sedoridle 

sin" d''(An,n cos Wy + ^n,n siu W^)) 

reduciren; in diesem Falle ist aber klar, dass je zwei Null- 
flacben von u mit einander den Winkel — bilden, weil dies 

von den Meridianebenen gilt, auf denen diese letztere Kugel- 
flacbenfunction verscbwindet. — Damit ist der oben auf- 
gestellte Satz bewiesen. Derselbe gilt aucb nocb fiir die 
Losungen der DiflFerentialgleicbung Au -\-¥f,u = 0y falls 

15* 
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die Function f als analytiscb vorausgesetzt wird; denn in 
diesem Falle kann die letztere innerhalb eines sehr kleinen 
Bereiches als constant angesehen werden, und sind daher 
die Anfangsglieder der Entwickelung ebenfalls 

Jn{kr) {An cos nq> + ^n sin ntp) bezw. ]/ir • J i {kr)Sn{^, (f)- 

Dagegen schneiden sich die NuIUinien oder Nullflachen der 
Losungen der allgemdnen Differentialgleichungen yon der 
Form (2) und (3) S. 20, in welchen a^j a= sei, nicht unter 
gleichen Winkeln. Denn man erhalt, wenn man die Func- 
tionen a^^k nnd a in dem betrachteten Bereiche als constant 
behandeln kann, den Verlauf jener Linien und Flachen 
aus dem fiir die Losungen von Au -\- h^u = stattfinden- 
den durch eine affine Ahhildung, da man die DifiFerentialglei- 
chungen (2) und (3) mit constanten Coefficienten und fehlen- 
dem Gliede a^ durch eine lineare Coordinatentransformation 
auf die Form Am + ^^^** = bringen kann; bei einer affineii 
Abbildung werden aber im Allgemeinen die Winkel zwischen 
zwei Linien bezw. Flachen geandert. 

Die Reihenentwickelungen (70) und (71) sind das Analogon 



00 




zu der Reihe y^r^{An cos nq> -|- -Sn sin ny) fur logarith- 



mische Potentiale und zu der Entwickelung Newton'scher 
Potentiale nach steigenden raumlichen Kugelfunctionen. — 
Sie konnen u. a. dazu dienen, beliebig viele zu einem gegebenen 
k^ gehorende Functionen u hinmschreibeny indem man namlich 
die Coefficienten A, B willkiirlich annimmt, jedoch jeden- 
falls so, dass die Reihe convergirt; sofern man dann die 
Linien bezw. Flachen bestimmen kann, auf welchen die 
erhaltene Reihe verschwindet, findet man auch beliebig viele 
zu dem gegebenen k^ gehorige Elementarbereiche. 

Schliesslich sei hier noch einmal an das Verhalten der 
Functionen u an den ausserwesentlich singularen Stdlen der 
friiher betrachteten Art erinnert, welches, wie wir S. 190 
sahen, durch die Functionen 

YnQcr) cos n((p — (pn) oder (kr)'^^ coa n((p — tpn) 
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bezw. 

(/Cf) ^ J 1 {kr)Sn(d', g)) oder (kr)-^Sn{d', 9) 
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dargestellt wird. Aus diesen Ausdrdcken ist ersichtlich, da^s 
auch fur die durch solche singulare Punkte hindurchgehenden 
Nulllinien oder -Flachen (sofern man die in der Nachbarschaft 
eines solchen Punktes anf ihn zulaufenden Nulllinien oder 
-Flachen so bezeichnet) dieselben Gesetzmassigkeiten hin- 
sichtlich ihres Schnittes gelten, wie fiir diejenigen, welche 
sich in nicht singularen Punkten schneiden. Fur die Um- 
gebung eines singularen Punktes der betrachteten Art, d. h. 
eines solchen, in welchem sich u wie eine rationale Function 
verhalt, kommt zu den Reihenentwickelungen (70) und (71) 
einfach noch eine endliche Anzahl von Gliedern der Form 

Yn(Jcr){An cos n(p -{- Bn sin nq>) 



bezw. Qcr) ^J 1 (hr) SniP' , (p) 

hinzu. 



■n a 



§ 5. Continnirliohe Vertheilung von ErregungBpunkten anf 
FlSiOhen und im Baume; Eigensohaften der entspreehenden 

Funotionen u. 

In der Potentialtheorie sind diejenigen Potentiale von 
der grossten Wichtigkeit^ namentlich in physikalischer Hin- 
sicht, welcbe entstehen, wenn singulare Punkte erster oder 
zweiter Ordnung(„Massenpunkte" und „magnetische Molekdle'*) 
Flachen- oder Raumstucke stetig erfulleny wahrend die Inten- 
sitat (Masse^ magnetisches Moment) jedes einzelnen unendlich 
klein wird. Um den Uebergang vom Punktpotential zu 
solchen Flachen- und Eorperpotentialen zu machen, ersetzt 
man zunachst die singularen Punkte des ersteren durch 
Flachen- oder Volumdemente von derselhen Intensitat (d. h. 
von derselben Masse beim Gravitations- und elektrostatischen 
Potential , derselben Ergiebigkeit beim Geschwindigkeits- 
potential in der Hydrodjnamik, demselben magnetischen 
Moment beim Potential magnetiscber Moleklile etc.) und 
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l&sst dann unendlich viele solche Flachen- und Yolumelemente 
von unendlich kleiner Intensitat sich zu endlichen Flachen- 
und Baumgebieten anhaufen. 

Wie zuerst H. v. Hdmholtz in seiner grundlegenden 
Abhandlung tLber die Luftschwingungen in Bohren mit offe- 
nen Enden (Crelle's Journal 57) hervorgehoben hat, kann 
man nun ebenso bei unseren Functionen u verfahren, und 
mtiss dies sogar eigentlich thun, wenn man physikalisclie 
Anwendungen im Auge hat, da ja in der Physik keine in 
mathematischen PunJcten concentrirte periodische Erafte, 
Schall- und Warmequellen vorkommen. Wir woUen uns 
hierbei auf die Functionen u im Eaume beschranken; fur 
die Ebene (oder krumme Flachen) treten in leicht ersicht- 
licber Weise Linienbelegungen von Erregungspunkten an die 
Stelle der Flachenbelegungen, und von Erregungspunkten 
erfQllte FlachenstUcke an die Stelle solcher Raumtheile. Die 
Constante Jc^ kann im Folgenden sowohl positiv als negativ 
sein, wenn dariiber nichts ausdrdcklich bemerkt wird. — 

Es ist fur das Folgende von Wichtigkeit, die Bedeutung 
des Wortes Function zu pracisiren. Wahrend man friiher 
diese Benennung auf jede durch einen bestimmten analytischen 
Ausdruck dargestellte veranderliche Grosse anwandte, versteht 
man bekanntlich in der modernen Functionentheorie unter 
einer Function die Gesammtheit der analytischen Fortsetmngen 
eines Functionenelementes, d. h. der Werthe in einem beliebig 
kleinen Bereiche. Diese beiden Definitionen fallen keines- 
wegs immer zusammen; es kann z. B. ein und derselbe ana- 
lytische Ausdruck (etwa ein bestimmtes Integral) in zwei 
aneinander grenzenden Gebieten ganz verschiedene Functionen 
darstellen, oder er kann an einer Linie bezw. Flache unstetig 
sein^ indem er nur einen Zweig einer Function darstellt, die 
selbst durchaus stetig verlauft. Wir w^erden uns auf den 
neueren Standpunkt stellen und dementsprechend die Helntr 
holti^SGhen Satze stellenweise im Ausdrucke modificiren. 

Ist ein Raumgebiet T, w^elches iibrigens aus beliebig vielen 
getrennten Stiicken bestehen kann, von einfachen Erregungs- 
punkten von der auf die Yolumeinheit bezogenen Intensitat q 
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continnirlich erfQllt; und sind ausserdem im unendlichen 
Raume nirgends Erregungspunkte oder singulare Punkte vor- 
handeii; so ist eine Lbsung von Am + ^^^ = fiir den 
Raum amserhalb des Gebietes T nach dem oben Gesagten 
gegeben durch 

wo r die Entfernung des Punktes x, y, Zj f&r welchen der 
Worth von u angegeben wird, vom Volumelement dv be- 
zeicbnet^ und das erste Integral Uber den Baumtheil T, das 
zweite fiber den ga/nzen Baum zu erstrecken ist. Dieses zweite 
Integral, in welchem q' an jeder Stelle des Raumes beliebig 
vorgescbrieben sein kann, sofem nur das Integral einen Sinn 
hat, stellt eine im ganzen Baume endliche Losung von 
Au'\-Jc^u=0, also eine ausgezeichnete Losung fur den unendlichen 
Baum dar und entspricht der unllkurlichen Constanten, welche 
im Newton^schen Potential einer gegebenen Massenvertheilung 
unbestimmt bleibt. Man sieht, dass hierbei in der Theorie 
der Functionen u eine ausserordentlich viel grossere Unbe- 
stimmtheit besteht, als in der Potentialtheorie, was man sich 
auch an der physikalischen Bedeutung dieser Functionen als 
Geschwindigkeitspotentiale der Luftschwingungen von ge- 
gebener Schwingungsdauer leicht klar machen kann; denn 
ausser den durch die gegebenen Schallquelleu erregten Schwin- 
gungen konnen ja im unendlichen Raume irgendwelche 
stehende Wellen von der gleichen Periode, die fiir sich weiter- 
bestehen, vorbanden sein. 

H. V, Helmholtz nennt a. a. 0. den Ausdruck (72) das 
GeschmndigTceitspotential der den Baum T stetig erfUUenden 
Erregungspunkte und die Grosse q die DichtigJceit der Verthei- 
lung der Erregungspunkte'^ dazu ist selbstverstandlich zu be- 
merken, dass eigentlich erst die mit einer trigonometrischen 

Function der Zeit: cos -^ {t — t') multiplicirte Function u das 
Geschwindigkeitspotential der Luftschwingungen bedeutet. 

Das Integral f f I q' —% — dv geuVigtim ganzen R^xxme, 
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auch da, wo (>' von Null verschieden ist, der Differential- 

8111 Ic T 

gleichung Aw + Jk^w = 0, weil die Function — jt — auch noch 

im Punkte r = 0, wo sie den Werth 1 annimmt^ jene 
Differentialgleichung erfiillt. Dagegen geniigt das Integral 



u 



f i C i cos 'kr , 



Iff 



betrachtet als Function der Coordinaten des Punktes rr, y, j?, der 
obigen Differentialgleichung nur in dem Raume ausserhalb T, 
wahrend fiir sie innerhalb des von Erregungspunkten erfullten 
Gebietes T die Differentialgleichung 

Aw' + h^ti' = — -ijCQ 

besteht. Dass letztere Gleichung wirklich erfiillt ist, ergiebt 
sich genau in derselben Weise, wie ffir das Korperpotential 

tit) 

Q — ; denn zerlegt man u' in ein Integral w", wel- 
ches uber den ganzen Baum T mit Ausschluss einer sehr 
kleinen, den betrachteten Punkt P umgebenden Kugel erstreckt 
ist, und in eiu dber die letztere genommenes Integral w'", 
so erfiillt m" wie gewohnlich die Gleichung Aw" + ft^w"==0, 
und u'" ist, da der. Radius der erwahnten Eugel jedenfalls 

sehr klein gegen -^ angenommen werden kann, bei Vemach- 
lassigung kleiner Grossen zweiter Ordnung durch das New- 

ton'sche Potential f I I - — jener Kugel ersetzbar, fiir 

welches bekanntlich Am'" + ^^w"' == — 47Cq ist. Dabei ist 
allerdings vorausgesetzt, dass q gewissen Stetigkeitsbedin- 
gungen geniige, auf welche hier nicht naher eingegangen 
werden soil; man vergleiche iiber diesen Gegenstand die 
Dissertation von 0. Holder (Beitrage zur Potentialtheorie; 
Stuttgart 1882). 

Aus Vorstehendem folgt, dass im Gebiete T der durch (72) 
dargestellte Ausdruck der partiellen Differentialgleichung 

(73) Au + Fn = - 4:7tQ 

geniigt. — Die hier angedeutete Ableitung dieses Satzes ist bei 
HelmholU vollstandig durchgefiihrt und findet sich ahnlich in 
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Mathieu's Potentialtheorie, Cap. X, § 8; Mathieu, nennt den 
Ausdruck u calorisches Potential wegen seiner Bedeatang fur 
die nichtstationare Warmestromung. Dass im Falle stetig 
vertheilter imsserer Krafle die Differentialgleichung fiir das 
Geschwindigkeitspotential der Luftschwingungen, wie auch' 
diejenige fiir die Yerriickungen einer schwingenden Membran, 
ein Glied enthalt, welches eine gegebene Function der Coordi- 
naten ist, wurde dbrigens schon in § 1 des I. Theiles hervor- 
gehoben; daher wurde in die in I; § 3 aufgestellte all- 
gemeinste Form der von una Uberhaupt betrachteten Diffe- 
rentialgleichungen ((2); (3) und (4)) auch ein solches Glied 
(Oq) aufgenommen. 

Aus dem schon in § 2 dieses Theiles besprochenen Yer- 
halten der Functionen und — v — im Unendlichen folgt, 

analog wie aus dem Yerhalten von — fQr das Newton'scheKorper- 

potential, fiir die durch (72) ausserhalb T gegebene Function ii, 
dass sie in unendlich grosser Entfernung nebst ihren ersten 
Differentialquotienten nach den Coordinaten unendlich Tctein 
erster Ordnung wird, vorausgesetzt, dass die von Erregungs- 
punkten erfiillten Gebiete T ganz im Endlichen liegen, und dass 
auch q' nur im Endlichen von Null verschieden ist. Dies 
gilt nicbt mehr fQr die Functionen^ welche aus dem Aus- 
drucke (72) entstehen, wenn man ft* durch — A;'* ersetzt, 
unter Tc eine reelle Constante verstanden; diese Functionen 
werden vielmehr im Unendlichen nebst ihren ersten Derivirten 
unendlich gross. Allerdings giebt es im Falle eines nega- 
tiven i* auch einen im Gebiete T der Differentialgleichung 
Am — h'^u = — 4jr^, ausserhalb desselben der Differential- 
gleichung Am — h'^u = geniigenden Ausdruck, namlich 

? dVy welcher im Unendlichen mitsammt seinen 

(J) 

Differentialquotienten unendlich klein wie e"^^ wird; dies 
ist aber nicht die allgemeinste Losung jener Differential- 
gleichungen, da die letzteren ungeandert bleiben^ wenn 
man zu u das Uber den ganzen Baum erstreckte Integral 



/// 
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I I I 9 - — V— dv hinznfQgt, worin (f eine willkiirUche 

(jedoch gewissen Stetigkeitsbedingungen geniigende) Function 
der Coordinaten bezeichnet 

Endlich ist noch die Eigenschaft des Integralausdruckes 

{T) 

dass er an der Oberilache des Baumgebietes T nebst seinen 
ersten Derivirten steiig ist^ anzufQhren, eine Eigenschaft, 
welche er mit dem Newton'schen Eorperpotential theilt und 
welche auch ebenso^ wie fiir letzteres^ zu beweisen ist onter 
Benutzung des Umstandes^ dass fUr sehr kleine Werthe r bis 

n n : -J. r\ J COS kr 1 sin A;r i • i 

auf Grossen zweiter Ordnung = — , — = — = 1 ist. 

o r r ' kr 

(Von der Oberfiacbe des Bereiches T setzen wir immer vor- 

aus, dass sie tlberall endliche Ertimmung besitzt^ da sonst 

besondere Untersuchungen nothwendig werden.) 

Fur solche Losungen von Aw + ^^w = im Baume; 

welche nach v. Helmholtn als Geschwindigkeitspotentidle einer 

Oberfldchenbelegung von Erregungspunkten zu bezeichnen waren 

und also durch einen Ausdruck von der Form 

in 

dargestellt werden, besteht die charakteristische Eigenschaft, 
dass beim Durchgang durch die Flache F, iiber welche das 
erste Integral erstreckt ist, u selbst zwar sich stetig andert, 
sein DifiFerentialquotient nach der Normale von F aber unstetig 
und zwar so, dass die Relation 

('^■) (i^).-(l-3,--^'" 

besteht, worin (^) , l^— ) die Werthe von x— auf der ausse- 
' \On/J \dn/. on 

ren und inneren Seite der Flache (unter der ausseren Seite die- 
jenige verstanden, nach welcher hin n gerichtet ist) bezeichnen. 
Dieser Satz ergiebt sich, wie die fruheren, welche fur die Lo- 



AUgemeine Satze fiber die Fnnctionen u, § 6. 235 

sungen yon A w + A;^ w = und die Newton'schen Potentiale fiber- 

cos ICT 

einstimmend gelten, mit Hfilfe der Zerlegung von in 

h f(f)f ^^ ^^^ Function f(r) = ^~ fiir r = ver- 

schwindet. Letzteres hat dann zur Folge, dass ^ / / 6f(r)do 

(F) 

beim Durchgang durch die Flache F sich stetig andert, und 
dass also y~ I f ^ ^^ ^^ denselben Sprung erleidet, wie 

in 

die nach n genommene Derivirte des Newton'schen Fldchen- 

potentials I 16--- Dasselbe gilt aber von dem Ausdruck 

(74)^ weil das darin enthaltene Raumintegral nebst seinen 
ersten Ableitungen im ganzen Raume stetig ist. 

Auf ahnlicbe Weise liesse sich zeigen^ dass die der 
Gleichung Aw + Tc^u = geniigenden Ausdriicke, welche 
auf Flachen stetig vertheilte Unstetigkeitspunkte unend- 
lich kleiner Intensitat von der zweiten Ordnung (Doppel- 
quellen) mit zu jenen Flachen senkrechten Axen besitzen 
und demnach, abgesehen von willkilrlichen iiberall stetigen 
Losungen von Am + ^^^ =* 0> durch iiber jene Flachen er- 

streckte Integrale f f i^-^ \ ^ ^ ) ^^ gegeben sind, beim 

Durchgang durch eine jener Flachen denselben Sprung er- 
leiden, wie das Potential einer Doppelbelegung vom 
^^magnetischen Moment^^ [i. (Zum Beweise braucht man nnr 

d /cos Jcr\ . J r T Bin kr dr , , ,. 

-5— I 1 m cos Jcr -5 k a— zu zerlegen und die 

on \ r / on r on ° 

entsprechenden Theile des Flachenintegrals fiir sich zu be- 

trachten.) Das obige Integral liefert, wenn die belegte Flache 

geschlossen ist, ausserhalb und innerhalb derselben zwei 

verschiedene Functionen u, dagegen wenn jene Flache be- 

randet ist, einen Zweig einer vieldeutigen Function u. — 

Beim Problem der Luftschwingungen lassen sich solche 

Flachen mit Doppelbelegungen als transversal schmngende 

starre Flachen deuten. 
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Durch die Formel (61) wird der Werth von u in einem be- 
liebigen Raumponkte durch die Summe eines Integrates 

- — / / ^ = — do, welches der Belegung einer geschlossenen 

Flache mit einfachen Erregungspunkten^ and eines anderen 

— T" I I ^"^1 — - — )^^9 welches einer Belegung der- 

selben Flache mit Doppelquellen der oben angegebenen Art 
entspricht, ausgedriickt; und eine analoge Bedeutung hat 
die Formel (60) f&r die Lbsungen u in der Ebene. Im 
lY. Theile erst werden wir sehen, wie man Darstellungen 
durch ein einer einfachen Oberflachenbelegung allein oder 
einer Doppelbelegung allein entsprechendes Integral ge- 
winnen kann. 

Ehe wir diesen Gegenstand yerlassen, ist es vielleicht 
nQtzlicb^ als Beispiel einer einfachen Oberflachenbelegung den 
Fall einer gleichmdssig mit Erregungspunhten erfullten Kugel- 
flache zu behandeln, welcher recht geeignet ist, den Unter- 
schied zwischen den Functionen u und dem Potential hervor- 
treten zu lassen. — Die Losung von Am + A?u = 0, welche 
auf einer Kugelflache vom Radius R gleichformig vertheilten 
Erregungspunkten von der aaf die Flacheneinheit bezogenen 
constanten Intensitat 6 entspricht, ist, wenn man die will- 
ktirliche durchaus stetige Function fortlasst, 

u = 27cE^6J -^^^ sin M^, 



wobei r = yR^ + r^ •— 2rR cos %< ist und r jetzt die Ent- 
fernung des Punktes, ftir den u berechnet wird, vom Kugel- 
mittelpunkt bezeichnet (wahrend r'die Bedeutung des frdheren r 

hat). Beriicksichtigt man, dass -, — = -^ ^. «r • d cos '9' 

ist, so ergiebt sich 

u = —7 — sm kr 

kr L J;^=o 

Es ist nun zu unt^rscheiden, oh r>R oder < JR ist; im 
ersten Fall erhalt man 
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im zweiten 



u = — = — • 2 cos Jcr sin JcR , 
kr ' 



u = — 1 2 sin Ir cos JcB. 

kr 



Wenn man noch 4jtR^6 ^= M setzt, so gilt also 

8111 k R Cos k T 

ftlr Pankte ausserhalb der Kugel: ti «= Jf - ^^- • 



r ' 



cos kit sin kT 

fur Punkte mwarAaZt der Kugel: w = Jf — j^ - • ~jk^ ' 

Der Werth von u ist also innerhalb der Kugel im Gegen- 
satz zum Potential einer gleichformig mit Masse belegten 
Eugelflache nicht constant. Ferner ist u ausserhalb zwar 
mit einer solchen Losung von Am •\- T^u ^=^ identisch, 
welche nur im Kugelmittelpunkte einen singularen Punkt 
erster Ordnung besitzt (analog, wie das Potential einer Kugel- 
schale auf aussere Punkte gleich dem Potential der im 
Kugelmittelpunkt concentrirten Gesammtmasse ist), aber die 
Intensitat jenes im Mittelpunkte befindlichen Erregungspunktes 

ist = M , jg , hdngt also vom Badim der Kugd ah und ver- 

schmndet fQr alle diejenigen Werthe desselben, welche die 
Eigenthumlichkeit haben, dass Jc ein ausgezeichneter Werth 
fiir den Innenraum der Kugel bei der Grenzbedingung u ^=0 
ist; hat R einen dieser durch sin ftjB = gegebenen Werthe, 
so ist also die betrachtete Losung u im gantsen Aussenraume 
identisch gleich Null, welche Intensitat auch die gleichformige 
Belegung der Kugelflache haben mag. Ebenso verschwindet n 
immer im ganzen Innem der Kugel, wenn R eine Wurzel 
der Gleichung cos kR «= ist. — Ganz abnlicb werden sich 
diejenigen Losungen u in der Ebene verhalten, welche einer 
gleichmassig mit einfachen Erregungspunkten belegten Kreis- 
linie entsprechen; filr den Fall eines negativen A* giebt 
G. Neumann im letzten Abschnitte seiner Theorie der Bessel- 
schen Functionen (Leipzig 1867) das darauf beztlgliche 
Resultat an. 
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§ 6. Andeuttingen zn weiterer fonctionentheoretisoher 
Untersnchiuig der Iibsungen von Au + Jc^u ^=0. 

So lange man nur solche der Differentialgleichung 
Aw + ^^^ = gentlgende Functionen betrachtet, welche im 
ganzen unbegrenzten Baume^ in der ganzen Ebene oder auf 
einer ganzen geschlossenen Flache eine directe physikalische Be- 
deutung haben soUen^ kann man sich auf eindeutige Functionen 
beschranken^ wie wir es bier meisteus gethan haben^ und hat es 
dann nur mit den im Vorhergehenden besprochenen Singulari- 
taten zu thun. Denn bei alien im I. Theile angefahrten physi- 
kalischen Problemen, welche auf die partielle Differential- 
gleichung Am -|- i^« = und die verwandten Gleichungen 
fuhren, ist die Function u zufolge ihrer physikalischen Be- 
deutuug (als Verriickung bei der schwingenden Membran, 
Verdichtung bei den Luftschwingungen, Temperatur bei den 
Warmeleitungsproblemen) nothwendig selbst eindeutig, wahrend 
bekanntlich bei vielen Problemen, wo die Potentialgleichung 
AF = auftritt, nur die Differentialquotienten von V ein- 
deutig zu sein brauchen. — Losungen unserer Differeutial- 
gleichung, welche, entsprechend ihrer physikalischen Bedeu- 
tung, nur fQr hegrmde Bereiche eindeutig erklart sind, werden 
dagegen bei der analytischen Fortsetzung iiber diese Bereiche 
hinaus im AUgemeinen nicht eindeutig bleiben, was gelegent- 
lich schon friiher (S. 225) hervorgehoben wurde. Dem- 
nach sind nicht nur vom rein mathematischen Stand- 
punkt, sondem auch fiir die physikalischen , Anwendungen 
die vieldeutigen Functionen u von Wichtigkeit, und es ware 
sehr wiinschenswerth , dass die Eigenschaften dieser letz- 
teren, ihre Verzweigungspunkte und singularen Punkte, ihr 
Verhalten auf Biemann'schen Flachen u. s. w. planmassig 
untersucht wiirden, kurz alle die functionentheoretischen 
Fragen, welche in der Theorie des Newton'schen und loga- 
rithmischen Potentials behandelt werden. Es wtirden sich 
dabei natiirlich manche interessante Unterschiede ergeben; 
z. B. konnte man nicht, wie beim Potential, Functionen auf 
mehrfach zusammenh'angenden Flachen construiren, welche 
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Periodicitdtsmoduln besitzen, da die Differentialgleichung 
Aw + Jc^u = nicht erfiillt bleibt^ wenn man zu u eine 
Constante hinzuaddirt; an Stelle der constanten Periodicitats- 
moduln wiirden hier voraussiohtlich dberall endliche und ein- 
deutige Losungen der partiellen Differentialgleichung, namlich 
die Normalfunctionen des betrachteten Gebietes, treten. 

Aehnlich, wie wir im Vorhergehenden die in der ganzen 
Ebene oder im ganzen Baume eindeutigen Losungen von 
Au + i*w = betrachtet haben, wiirden diejenigen Func- 
tionen u zu untersuchen sein, welche auf einer gegebenen 
geschlossenen Eiemann'schen Flache bezw. in einem analogen 
dreidimensionalen Gebiete eindeutig sind, und hierbei wUrden 
wieder die iiberall endlichen und stetigen Functionen, also 
die ausgeeeichneten Losungen des betrachteten geschlossenen 
Gebietes, besonderes Interesse darbieten. Auf diese Problem- 
stellung werden wir am Ende des letzten (IV.) Theiles noch 
zuriickkommen. 

Endlich wQrde die weitere mathematische Untersuchung 
auch auf die wesenflich singularen Punkte und die natur- 
lichen Grenzen, welche bei den der Differentialgleichung 
Am -f- Jc^u = gentlgenden Functionen vorkommen konnen, 
auszudehnen sein. — 



IV. Theil. 

Bestimmang der Fanctionen u aas gegebenen Rand- 
werthen and verwandten Bedingnngen. 

Vorbemerknng. In diesem letzten Tbeile unserer Darstel- 
lung werden wir una yorwiegend mit der Aufgabe bescbaftigen, 
fur gegebene Bereiche die Differentialgkichung Aw + **w «= 0, 
worin ft* eine gegebene Constante ist, so zu integriren, dass die 
Losung u innerhalh des gegebenen Bereiches Uherall eindeutigj 
endlich und (nebst ihren ersten Derivirten) stetig ist, und dass 

langs dessen Begrenmng entweder u, oder tt- , oder Aw + a— 

(mit constantem h) vorgeschriebene Werthe annimmt. Die bier- 
aof bezUglichen Betracbtungen wiirden mit leicht erkennbaren 
Modificationen auf die Differentialgleichung Aw+ k^fu «= 
oder eine solcbe von der allgemeinsten in I, § 3 angegebenen 
Form iibertragbar sein^ in letzterem Falle allerdings unter 

der Voraussetzung, dass statt hu -{- ^ der in IT, § 1 und § 4 

angegebene lineare Ausdruck ccu-{-yje-^ — f" ^y S — ^'^'W ^^^ ^^ 

Begrenzung gegeben wird. Auf diese Verallgemeinerung des 
Problems soil aber nur insoweit besonders eingegangen wer- 
den, als bereits Arbeiten darUber yorhanden sind. 

Wir werden im Folgenden die oben formulirten Probleme 
immer kurz als Randwerthaufgaben bezeicbnen und zwar als 
erste, wenn die Werthe von u, als zweite, wenn diejenigen 

von ^— , und als dritte, wenn die Werthe von /tw + ^ an der 
on^ ' ' on 

Begrenzung gegeben sind; dass wir diese Bezeichnung auch 

auf die raumliclien Probleme anwenden, wo man eigentlich 
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nicht yon einem ^^Rande'^ des Bereiches reden kann^ dUrfbe 
im luteresse der Eilrze wohl zu recbtfertigen sein. 

§ 1. FhysikaliBOlies Vorkommen der Bandwerthanfgaben. 

Wie iiberhaupt in der vorliegenden Abbandlung, so 
werden wir xms insbesondere in diesem letzten Theile, ^ber 
dessen Gegenstand bisber erst wenige zu sicberen Resultaten 
fOhrende mathematiscbe Arbeiten existiren^ von der physi- 
kalischen Erfahrung, bezw. der physikaliscJien Evidene ge- 
wisser Satze leiten lassen. Es ist daber notbwendig, dass 
wir uns zunachst diejenigen physikalischen Probleme ver- 
gegenwartigen, welche auf die Randwerthaufgaben fabren. 
Die anscbaulicbsten derselben sind die Probleme der erzwur^ 
genen Schmngungen, bei welcben das 1c^ der Differentialglei- 
cbung darcb die J^eriode der die Scbwingung unterbaltenden 
Krafte gegeben ist - 

I. Die erste Randwerthaufgahe tritt auf: 

a) bei den erzvMngenen Schwingungen einer Membran, 
deren Randpunkte durch aussere Erafte in einer gegebenen/ 
periodiscbeU; transyersalen Bewegung erbalten werden; 

i) bei der Bestimmung des Gleichgetmchts einer gespannten 
Membran, auf welcbe, nacbdem ibren auf einer verticalen 
Gylinderflacbe Verscbiebbaren Randpunkten irgend welcbe 
unendlicb kleine verticale VerrQckungen ertheilt worden sind, 
bis zu einem beliebig bocb liber ibrer ursprUnglicben hori- 
zontalen Gleicbgewichtslage liegenden Niveau eine schwere 
Flilssigkeit gegossen ist (vergl. I, B, § 2, a); 

c) sodann bei der nichtstationdren Warmeleitung in einem 
Eorper, dessen Oberfldche, falls unter u(x, y, 0) eine langs 
derselben gegebene Function yerstanden wird, ncujih dem Ge- 
seize mct"**"*' erkaltet, wofiir ein selbst scblecbt leitender, von 
einer frei ausstrablenden, sebr gut leitenden Hiille von fiber- 
wiegender Masse umgebener Eorper ein specielles Beispiel (bei 
welcbem u constant ist) darbietet. — 

In alien diesen Fallen ist der gegebene Wertf^ k? positiv. 
Bei negativem k^ tritt die erste Randwerthaufgabe fiir zwei- 
dimensionale Bereicbe auf: 

Pockels, Differentialgleichang. 16 
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d) bei der Bestimmimg der stationdren Wdrmeleitung in 
einer diinnen Platte, deren Flacben frei ausstrahlen^ wahrend 
die Randpunkte durch Warmezufuhr von ausseD auf gegebenen 
constanten Temperaturep erhalten werden; ferner 

e) beim Problem der stationdren Wdrmestromung in 
einem cylindrischen (oder prismatischen) Korper, far dessen 
ebene (zur Mantelflache senkrechte) Endflachen eiue Bedin- 

gung von der Form AF+ ^ - = 0, entsprechend entweder 

freier Ausstrahlung (h positiv, eDdlich), oder verhinderter 
Warmeabgabe {h = 0) oder constant == erhaltener Tem- 
peratur (h = cx)), besteht^ wahrend fiir die Mantelflache 
die Werthe der gesuchten Losung von AF==0, d. h. der 
Temperatur^ gegeben sind. Bei dem letzteren Problem 
kommt man dadurch auf die Aufgabe der Integration von 
Am — Jc'^tt ^ far den Querschnitt bei gegebenen Rand- 
werthen ^(s); dass man^ falls die 0-Axe parallel der Mantel- 
flache ist, V = X? ^n ' cos hn {z—Zf) sctzt, WO sich die Werthe 

von Tcn durch die erwahnten Bedingungen fur die geraden 
Endflachen bestimmen, und dass man die far die Mantelflache 

gegebene Function V in eine Reihe x?^n{s) cos Jcn(si — z^ 

entwickelt, worin u{s) dann eine bekannte Function der 
Bogenlange s der Querschnitts-Randcurve ist. In ahnlicher 
Weise fahren auch' noch andere Potentialprobleme auf die 
Randwerthaufgaben far Aw — Tc'^u = 0, oder auch, wenn 
es sich nicht um cylindrische Korper, sondern um solche 
der in I, § 1, e bezeichneten Art aberhaupt handelt, fur die 
daselbst (S. 15) angegebene aUgemeinere partielle DifiPeren- 
tialgleichung ipit zwei unabhangigen Yariabeln. 

Ein rdumliches Problem, bei dem eine der Randwerth- 
aufgaben farLosungen der Differentialgleichung Aw — J{?'u=0 
auftr'ate, scheint in der Physik nicht vorzukommen. — 

II. Die zweite Bandwerthaufg ahe, also die Aufgabe, 
eine eindeutige, endliche, stetige Losung von Aw + ^^^ = 
aus den an der Begrenzung des Gebietes gegebenen Werthen 

von o- zu bestimmeii, liegt beispielsweise vor: 
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a) wenn diejenigen eretvungenen Schmngungen der in 
einem geschlossenen Raume enthaltenen Luftmasse ermittelt wer- 
den soUen, welche durch eine gegebene periodische Bewegung 
der begrenzenden starren Flache, bezw. im Falle einer Luft- 
platte des Randes, erzeugt werden; deon durch die Bewegung 
der Wand ist die Normalcomponente der Geschwindigkeit 

der anliegenden Lufttheilchen, also auch x— vorgeschrieben; 

b) fur ebene Bereiche beim Problem derjenigen unend- 
lich Jcleinen Schmngungen einer schweren Flussiglceit in einem 
cylindrischen Gefdss, welche durch gegebene transyersale 
Schwingungen der cylindrischen Wand hervorgerufen werden. 

c) Bei einer Membran miisste man die Neigungen der 
Randelemente gegen die Ebene des Randes als gegeben an- 
nehmen und zwar als periodische Functionen der Zeit beim 
Schwingungsproblem^ als constant bei dem oben unter I, b 
erwahnten statischen Problem. 

III. Fiir die dritte Randwerthaufgahe gestatten nur 
die Warmeprobleme eine einfache anschauliche physikalische 
Deutung. 

a) Bei der nichtstationdren Wdrmeleitung in einem be- 
liebigen Korper wurde dieselbe auftreten, wenn der Korper, 
wie unter I, c erlautert, von einem nach dem Newton'schen 
Gesetze erkaltenden Medium umgeben ist, wenn aber seine 
Oberflache nicht jederzeit die Temperatur des letzteren be- 
sitzt; sondern durch sie hindurch ein Warmeaustausch durch 
y^aussere Leitung^' oder Strahlung stattfindet; dann muss 
namlich; falls ?7e~^***' die Temperatur des umgebenden Me- 
diums ist^ diejenige in dem betrachteten Eorper ebenfalls 
durch einen Ausdruck wc~-«**V dargestellt sein, und an der 

Grenzflache die Beziehung h(u — tj) -j ^^^^ — - = bestehen, 

so dass in der That hu -\~ ^ einer gegebenen Function gleich 
sein muss. 

b) Bei dem Problem der stationdren Wdrmestromung in 
einem cylindrischeii Korper, fiir dessen Endflache eine Bedin- 

16* 
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gung von der Form aF+ /9^— = gilt, liegt die dritte 

Randwerthaufgabe yor, wenn fUr das die Mantelflache um- 
gebende Mittel eine zeitlicb constante Temperaturvertbeilung 
U gegeben ist, und an der Mantelflache wiederum ein Warme- 
austausch durch aussere Leitung oder Strahlung stattfindet; 

c) ebenso ist es bei der stcUiondren Wdrmeleitung in 
einer aussircMenden dunnen Platte, fQr deren Rand analoge 
Yerhaltnisse wie die eben bezeichneten gelten, nnr ist in 
diesem Falle der gegebene Werth k^ negativ. — 

Yom physikalischen Standpunkte aus wird Niemand 
daran zweifeln^ dass die genannten Probleme im Allgemeinen 
eine gam hestimmte Losung besiteen, und wir schliessen dar- 
aus^ dass dies auch von den mathematischen Randwerth- 
aufgaben gilt^ wofQr natUrlich nichts destoweniger ein mathe- 
matischer Beweis noch erbracht werden mtisste. — Nur 
wenn Jc^ ein ausgezeichneter Werth des gegebenen Bereicbes 
ist, ergiebt eine physikalische Ueberlegnng (namlich bei den 
Schwingungsproblemen die^ dass die Eigenschwingungen nicbt 
unendlich verstarkt werden dtirfen) die Nothwendigkeit einer 
Bedingung fur die gegebenen Bandwerthe, worauf wir spater 
ausfiihrlich eingehen werden. 

Es braucht kaum erwahnt zu werden, dass denRandwerth- 
aufgaben bei eindimensionalen Gebieten die Aufgabe entspricht, 
eine gewohnliche lineare Diflferentialgleichung zweiter Ord- 
nung fiir u(x) so zu integriren, dass an den Endpunkten des 

Gebietes u oder ^- oder Aw + 5— gegebene Werthe hat, so 

dass sich also hier die Aufgabe auf eine Bestimmung der 
Integrationsconstanten reducirt. Bekannte physikalische Bei- 
spiele sind die durch periodische Bewegung der Enden er- 
zwungene Schwingung einer Saite und die stationare Warme- 
leitung in einem ausstrahlenden Stabe, dessen Endflachen an 
ein Medium von gegebener Temperatur grenzen; das erstere ist 
geeignet, um sich im einfachsten Falle die Beschrankungen 
klar zu machen, welchen die Grenzbedingungen zu unterwerfen 
sind, falls k^ ein ausgezeichneter Werth ist, also die Periode 



L($Biuig der Bandwerthaufgaben. § 1. 245 

der Bewegung der Endpunkte mit derjenigen einer freien 
SchwingUDg flbereinstimmt. 

Endlich sei bemerkt, dass die Bandwerthaufgabeu fOr 
die LosuDgeD der partiellen Differentialgleichuiig 

Am + **« + 43rp(a7, y, z) = 
und ahnlicher; deren physikalische Bedeutung iibrigens nach 
dem Vorhergehenden und den AusfQhrungen in III, § 5 leicht 
ersichtlich ist, nichts wesentlich Neues gegeniiber den Rand- 
werthaufgaben fur die Losungen der entsprechenden Diflfe- 
renidalgleichungen ohne das Glied, welches eine gegebene 
Function der unabhangigen Variabeln ist, darbieten; denn 
man bat nur die Bandwerthaufgabeu fQr diese letzteren zu 
losen und dasjenige Integral der urprQnglichen nicht homo- 
genen Gleichung hinzuzuftigen, welches langs der Begrenzung 

verschwindet oder der Bedingung q— = o^^er Am + ^ = 

geniigt, je nachdem es sich um die erste, zweite oder dritte 
Randwerthaufgabe handelt. — 

§ 2. Exours liber die Bandwerthaufgaben in der 

Fotentialtheorie. 

Um spaterhin den Vergleich mit der Fotentialtheorie zu 
erleichtern und den Weg, welcher im § 4 zur Losung der 
Randwerthaufgaben fiir die der Diflferentialgleichung Am + ^^w 
= geniigenden Functionen angedeutet werden wird, durch 
die Analogic mit den Methoden in der Fotentialtheorie zu 
begriinden, ist es wohl zweckmassig, eine Uebersicht iiber 
die Behandlungsweisen der Randwerthaufgaben in der Foten- 
tialtheorie Torauszuschicken. 

a. Dirichleifsc'hes Prindp. Eindeutigheitsheweis, 

Die fundamentale Aufgabe der Fotentialtheorie, eine 
Losung der Diflferentialgleichung A F = f Qr einen gegebenen 
ebenen oder raumlichen Bereich so zu bestimmen, dass sie 
im Innern desselben nebst ihren ersten Derivirten iiberall 
endlich und stetig ist und langs dessen Begrenzung vor- 
geschriebene Werthe annimmt, d. i. also die erste Eandwerth- 
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aufgahe, bat die Mathematiker und Pbysiker bekanntlich seit 
langer Zeit in hervorragendem Maasse beschaftigt. Zuerst 
suchte man nur die Existenz einer solchen Losung ganz 
allgemein zu beweisen und bediente sich dabei jener Schluss- 
weise, welche durch Biemann die Bezeichnang y^Dirichlefsches 
Princip" erhalten hat*) und unter diesem Namen jedenfalls 
in deutschen mathematiscben Kreisen allgemein bekannt 
ist. Der Grundgedanke des Diricblef schen PrincipS; namlich 
die Existenz einer Function daraus zu erschliessen; dass ein 
gewisses Integral mit lauter positiven Elementen ein Minimum 
besitzen milsse; findet sich u. a. bereits bei Green in seiner 
Abhandlung „0n the Attraction of Ellipsoids"**), angewendet 
auf die Losungen einer allgemeineren partiellen Differential- 
gleichung (filr Potentiale ira Raume von s Dimensionen), so- 
dann bei Sir W, Thomson ^ welcher jene Schlussweise auf 
Integrale der Differentialgleichung 

sowie auf Potentiale anwendet, welche amserhalb einer ge- 
schlossenen Flache die Stetigkeitseigenschaften und auf der- 

selhen gegehene Werthe von -^ besitzen soUen***). 

Bekanntlich besteht das Dirichlet'sche Princip im We- 
sentlichen in folgender Erwagung: Die Variationsrechnung 
lehrt, dass nachstehende Beziehung gilt: 

*) Eiemann, Bestimmnng einer Function eiper veranderlichen 
complexen Gr588e durch Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen. Crelle's 
Journal 54, p. 111. 1857. — Biemann hat obige Bezeichnnng gebraucht, 
weil er das Princip in den Vorlesungen Dirichlefs kennen gelemt 
hatte. Wie letzterer dasselbe angewendet hat, ist ans der Grube' achen 
Ausgabe der Vorlesungen Dirichlefs „iiber die im umgekehrten Verh^lt- 
nisse des Quadrates der Entfernung wirkenden Er§,fte" (Leipzig 1876), 
p. 127—129, ersichtiich. 

**) Transactions of the Cambridge Phil. Soc, 1836; (rr^cn's Math. 
Papers p. 192—194. 

***) Cambridge and Dublin Math. Journal 1848 und Liouyille's 
Journ. 1847. — Auf die erste Bandwerthaufgabe hat Thomson das 
Dirichlet'sche Princip angewendet im Appendix A (p. 167 — 171) der 
Natural Philosophy. 
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soli also das auf der linken Seite stehende Integral ein 

Minimum sein, wahrend die Werthe von V an der Oberflache 
des betrachteten Bereiches gegeben^ mithin die Variationen 

SV daselbst gleich Null sind, so muss die Function V der 
partiellen Differentialgleichung AF=0 geniigen. Da nun 

das Integral jjj {(|^) + gy) + (gy)') ^"^ ^^""^^ P^^i" 
tive Elemente liat^ so muss es einen bestimmten endlichen Mi- 
nimum werth besitzen; folglich ^ie6^ es eine Function F, welche 
im betrachteten Bereiche der Differentialgleichung AF=0 ge- 
niigt und an der Begrenzung gegebene Werthe annimmt. — 
In analoger Weise wiirde man die Existenz einer Losung 
der zweiten bezw. dritten Randwerthaufgabe daraus erschliessen, 

dass das Integral fjj {('/-)'+ {fj+ (^Y]^^ auch 

ein bestimmtes Minimum annehmen muss^ wenu V der 
Nd)€nbedingung genfigt; dass 

JjFVdo bezw. JJ{FV+ V^)do, 

worin F eine langs der Begrenzung gegebene Function be- 
zeichnet, einen constanten Werth besitzen soil; denn das 
Verschwinden der ersten Variation erfordert dann^ dass fur 
die Begrenzung 

AF + I^ 4--F 

' on 2 

ist^ wo A eine als Lagrange'scher Multiplicator auftretende 
Constante bedeutet. — Natiirlich wiirden ganz entsprechende 
Betrachtungen fur Losungen von AF= in der Ehene an- 
zustellen sein (fiir welche sie von Riemann zu seinen Exi- 
stenzbeweisen benutzt worden sind). 

Auf dem Grundgedanken des Dirichlet'schen Princips 
beruht auch der von Gauss in seinen ^^allgemeinen Lehr- 
satzen in Beziehung auf die im verkehrten Verhaltnisse des 
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Quadrates der Entfemung wirkenden Anziehimgs- und Ab- 
stossungs-Krafte" (Art 30 — 33) gegebene Beweis ffir den 
SatZ; dass man ein Potential yon gegebenen Massen, welche 
ausserhalb eines geschlossenen Raumes liegen, Mr das Innere 
des letzteren durch dasjenige einer bestimmten Massenbele- 
gung seiner Begrenzungsflache ersetzen kann. Die Losbar- 
keit dieser Aufgabe^ welche mit der ersten Randwerthaufgabe 
im Grunde identiscb ist, erschloss Gatiss namlich daraus^ 
dass das tiber die geschlossene Begrenzungsflache jenes 

Raumes erstreckte Integral / / (V — 2U)mdo, worin U 

eine langs der Flache gegebene Function, m die Dichtigkeit 
der gesuchten Oberflachenbelegung und V deren Potential 
bedeutet, ein Minimum besitzen miisse. 

In neuerer Zeit hat man (auf Grund von Bemerkungen, 
welche zuerst von Weierstrass gemacht worden sind und die 
allgemeinen Grundlagen der Variationsrechnung betreffen) 
erkannt; dass das Dirichlet'sche Princip als Existenisbeweis 
nicht sttchhaltig ist*), und dass der einzige zulassige Ezistenz- 
beweis eine Methode mr mrJclichen HersteUung der Losung 
ist**). Solche Methoden; welche bei gewissen Beschrankungen 
in Betreff der Begrenzung des Bereiches und der gegebenen 
Randwerthe in diesem Sinne anwendbar sind, werden weiter 
unten Erwahnung finden. 

Richtig ist demnach nur die Urnkehrung des Dirichlet- 
schen Princips, namlich der Satz, dass fiir eine nebst ihren 
ersten Ableitungen innerhalb eines gegebenen Bereiches end- 
liche und stetige, der partiellen Differentialgleichung AF=0 
genUgende Function das fiber jenen Bereich- erstreckte Inte- 

^^^ ///{©'+ ©'+ ©V" einlftnmttm wird, 
und zwar ein absolutes Minimum, wenn die Randwerthe von 
Vy ein relatives fiir die Nebenbedingung \ j {FV •\' V^do 

*) Yergl. die Literatarangaben in Bacharach's ^Geschichte der 
Potentialtheorie " . 

**) Vergl. C7. Neumann , Untersachungen liber das Newfcon'sche 
und logarithmische Potential, p. 35 — 42 und 101—107. 
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= Const., wenn die Bandwerthe einer linearen Verbindung 

dV 
von V und -^ gegeben sind. Ferner bleibt der (zuerst 

wohl ebenfalls von W. Thomson gefuhrte) Beweis der Ein- 
deutigJceit der Randwerthaufgaben bestehen, welcher auf 
folgender Ueberlegung beruht. 1st V eine den Stetigkeits- 
eigenschaften und der Gleichung AF=0 innerbalb eines 
bestimmten Bereiches (der sich auch ins Unendliche erstrecken 
darf) gendgende Function, so gilt nach dem Green'scben Satze: 

Angenommen nun, es gebe ewei solche Functionen V, 

welche dieselben Bandwerthe V oder -o— oder A F + -o— be- 

on ' on 

sitzen, wobei h positiv sei, so waren Mr ihre Different V 

jene Randwerthe gleich 0, fplglich ware die rechte Seite obiger 

Gleichung in den beiden ersten Fallen = 0, im dritten 

= — / / hV^do\ beides ist unmoglich, so lange die beiden 

V verschieden angenommen werden, da die linke Seite dann 
sicber > ist; folglich besitzen die Randwerthaufgaben nur 
eine Losung, wenn sie iiberhaupt eine besitzen. Ffir die 
dritte Randwerthaufgabe, mit welcher sich bisher nur Dini 
beschaftigt zu haben scheint (vgl. § 12 des IL Theiles), gilt 
dieser Schluss nur hei positivem A; im Falle eines negativen 
h der Grenzbedingung kann es namlich, wie wir schon friiher 
sahen, in der That y^ausgezeichnete*^ Losungen der Diflferential- 
gleichung des Potentials geben, welche man, nachdem man sie 
mit willkUrlichen Constanten multiplicirt hat, zu der einmal 
gefandenen Losung der Randwerthaufgabe hinzufiigen kann. 
Bei der gweiten Randwerthaufgabe kann man nur schliessen, 
da.saV his atif eine additive Constante bestimmt ist, entsprechend 
dem Vorhandensein der „ausgezeichneten" Losung F= Const. 

}}. Methode der Green' schen Ftmctionen. 

Durch die Einftihrung der Green'scben Functionen wird 
keine directe Losungsmethode, sondem nur eine Beduction 
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der allgemeinen Randwertbailfgaben auf einfachere specielle 
erreicht Ueber die Beweise fOr die ExisteDz der Green'schen 
Fanctionen gilt daher dasselbe, wie fiber die Existenzbeweise 
fiir die Losangen der allgemeinen Randwertbaufgaben; ihre 
Existenz lasst sich *aber durch pbysikalische Erwagungen 
besonders gut plausibel machen. 

Unter der Green' schen Function eines Bereiches schlechthin 
verstebt man in der Regel di^enige eindeutige Potentialfunction, 
welche innerhalb jenes Bereiches in einem Punkte Xq, y^, Tq 

unendlich gross wird wie — im Fall des JRmmes, wie — log r^ 

im Fall der Ebene, welche sonst Oberall endlich und stetig ist 
und an der ganzen Begrenmng verschwindeL Sie wurde von 
Green 1828 in dem „ Essay on tbe application of mathematical 
analysis to tbe tbeories of electricity and magnetism^' ein- 
gefiibrt und seitdem unter verscbiedenen Bezeichnungen 
vielfach angewendet (C. Neumann z. B. nennt obige Function 

erst nacb Subtraction von — Green'sche Function, F. Neu- 

r ' 

mann nennt sie chardkteristische Function fOr die elektro- 

statische Vertheilung). Wir werden die oben definirte Function 

die erste Green'sche Function nennen im Gegensatz zu den 

analogen Functionen, mit deren Hiilfe sich die zweite und 

dritte Randwertbaufgabe losen lassen, und sie mit G'^^^*'* 

bezeicbnen. Diesel be bat die bemerkenswerthe Eigenscbaft^ 
dass sich ibr Werth bei Vertauschung des Parameterpunktes 
^0) Vof ^0 ^^* ^®°^ Argumentpunkte x, y, z nicht andert, ein 
SatZ; der sicb durcb Anwendung der Green'scben Gleicbung 

(59) auf die beiden Functionen 0''°*'°'° und 6?^^' leicbt be- 

weisen lasst. — Dass die Bestimmung von G in der That auf 
einen speciellen Fall der ersten Randwertbaufgabe zuriick- 
kommt, geht daraus hervor^ dass man G kennt^ sobald die- 
jenige im ganzen Bereiche endliche und stetige Potential- 
function gefunden ist, deren Randwerthe — — bezw. 
-f- log rQ sind. 

Pbysikalisch lasst sich die Function 6r****^°'° deuten als 
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das Potential eines in Xq, y^y Bq befindlichen elektrischen 
Massenpunktes ^ 1 und der yon ihm auf einer geschlossenen 
leitenden Flache inducirten Belegung fiir denjenigen, Ton 
jener Fl'ache begrenzten Theil des RauineS; welcher den 
Punkt Xq, j/q, Zq euthalt; es kann dies sowohl der von jener 
Flache umschlossene, als der ausserbalb liegende und sich 
ins Unendlicbe erstreckende Raum sein. Durcb diese physi- 
kalische Bedentung der Green'schen Function kann^ wie auch 
Green selbst dargelegt hat, ihre Existenz fur einen heliebigen 
rdumlichen Bereich als sichergestellt gelten. Fiir ebene Bereiche 
konnte man zu diesem Zwecke die Function G als das Po- 
tential derjenigen stationaren elektrischen Stromung auffassen, 
welche entsteht, wenn sich in einem Punkte Xq, y^ die posi- 
tive Elektrode befindet, und der ganze Rand des Gebietes 
(welcher aus sehr viel besser leitendem Materiale, als das 
Innere, bestehen moge) als negative Elektrode fungirt und auf 
dem Potential erhalten wird. — Uebrigens ist die erste 
Green'sche Function fiir ebene Bereiche der reelle Theil der- 
jenigen Function von x + iyy welche die conforme Abbildung 
des betreflfenden Bereiches auf einen Parallelstreifen vermittelt, 
und ist daher fiir alle Bereiche bekannt, welche man auf 
einen Parallelstreifen oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
auf einen Ereis conform abbilden kann. 

Mit Hiilfe der Green'schen Function ^G stellt sich nun 
die Losung der ersten Randwerthaufgabe in der Form dar: 

^(^o;yo»^o) = — i^Jj ^—dn~^^ ^^ raumliche, 

V{xq, yo) = — y~ I ^ — '^^^ ^^ ^^^ ebene Bereiche, 

wie sich leicht mittelst des Green'schen Satzes ergiebt. Man 
kann die erstere Gleichung auch auf Raume anwenden, die 
sich in^s Unendliche erstrecken^ vorausgesetzt, dass sich V selbst 

im Unendlichen regular verhalt, d. h. unendlich klein wie — 

wird; denn zu den im Endlichen liegenden Begrenzungsflachen 
eines solchen Raumes kann man eine Kugelflache von unendlich 
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grossem Radius hinzunehmen, ohne einen neuen Beitrag zu 
dem Doppelintegral zu erhalteU; weil in unendlicher Ent- 

fernuBg -k— unendlich klein eweiter Ordnung wird. 

Setzt man in der Formel 

angewendet auf das Innere einer geschlossenen Flache 0^ fUr 
V das Potential — eines ausseren Massenpunktes 1^ so zeigt 

sie^ dass das Potential des Punktes ^o; Vo; ^o ^^^ ^^^ letzteren 
aquiyalent ist dem Potentiale einer OberfUichenbelegung von 

der .Dichte — -. &^-^ • Hieraus folgt, dass das Potential 

^ic on ^ ' 

beliebiger in eingeschlossener Massen fUr den Raum ausser- 
halb ersetzt werden kann durch das Potential einer ein- 
fachen Belegung der Flache 0. Dasselbe gilt fiir Potentiale 
ausserer Massen im von umschlossenen Raume {GausSj 
AUgemeine Lehrsatze etc.; Art. 36). Ein analoger Satz er- 
giebt sich natfirlich fiir ebene Bereiche. 

Die Behandlung der zweiien Bandwerthaufgabe mittelst 
einer ,;6reen'schen Function" hat zuerst F, Neumann gegeben*). 
Die von ihm eingefuhrte ,^charakteristische Function" U 
ist (im Baume) dadurch definirt, dass sie in einem Punkte 

des Bereicbes unendlich gross wie — wird und langs der 

ganzen Begrenzungsflache einen constanten Differentialquo- 
tienten nach der Normale hat. Mittelst dieser Function U 

driickt sich ein Qberall endliches und stetiges Potential V durch 

dV 
die gegebenen Randwerthe von x— mittelst der Formel aus: 

ist also selbstyerstandlich nur bis auf eine additive Con- 

*) Yorlesungen tiber das Potential, herausgegeben yon C, Neu- 
mann ^ Leipzig 1887, Cap. XI, § 6. — Vgl. ubrigena anch Dini: Sull' 
ana funzione analoga a quella di Green. Atti d. Ace. d. Lincei (2)^ III, 
p. 129—137. 1878. 
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stante bestimmt. F. Klein hat in seiner Vorlesung iiber 
Potentialtheorie (11. Theil, Sommersemester 1888) die Lo- 
sung der zweiten Randwerthaufgabe iibersichtlicher dar- 
gestellt mit HQlfe einer neuen Art von Green'scher Function 
(wir konnen sie die eweite Green'sche Function nennen) 

r*"*'j*°''''^''% welche an einer Stelle Xq, y^, iSq des Bereiches un- 
endlich gross wird me -j — , an einer zweiten Stelle x^y y^, 0^ 

tvie und an der Begrenzungsfldche einen verschwindenden 

Differentialquotienten nach der Normale hesitzt] die letztere Eigen- 
schaft kann man nur fordern, wenn man zwei entgegengesetzte 
„Pole^' (d. h. Unendlichkeitsstellen) einfiihrt. Die Function f ist 
durch die angegebenen Eigenschaften (zu denen die Eindeutig- 
keit^ Stetigkeit und Endlichkeit im ganzen Bereiche ausser in den 
„Polen" hinzukommt) nur his auf eine additive Constante be- 
stimmt. Um sie yoUstandig zu definiren^ miisste man etwa noch 
einen Punkt x\ y\ e' angeben, in welchem sie verschwinden 
soil; indessen ist dies fUr die hier beabsichtigte Yerwendung 
der Function f weiter nicht erforderlich, weil die gegebenen 

Randwerthe von ^ bekanntlich der Bedingung / f ^do = 

genUgen miissen; damit die aus ibnen zu bestimmende Po- 
tentialfunction V im ganzen Bereiche liberhaupt endlich und 
stetig sein kann^ und weil daher eine in V enthaltene additive 

Constante den Werth des Integrals / / V -^ do nicht he- 

einflusst. Nur im Interesse der Symmetric empfiehlt es sich, 
den erwahnten Punkt x\ y\ z' einzufQhren und als zweiten 
Argumentpunkt zu betrachten. Die Function 

.a;oyo«oi«iyi«i 



r ,,, 

xyt\ X y » 



besitzt dann die Eigenschaft, bei Yertauschung der beiden 
Argumentpunkte x^ y, z und Xy y', / mit den beiden Parameter- 
punkten (Polen) Xq^ y^, Zq und x^^ y^, z^ ungedndert zu bleiben. 
Dieses Beciprocitdtsgesetz der Function f ist in ahnlicher Weise 
mittelst des Green'schen Satzes ableitbar, wie oben fiir das 
Reciprocitatsgesetz der Function G angedeutet wurde. 
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Die Existenis dieser zweiten Green'schen Function kann 
als sichergestellt gelten durch die unzweifelbafte pbysika- 
lische Thatsache^ dass in einem leitenden Korper, welcher eitie 
Zuleitungs- und eine Ahleiiungsstelle von gleicher Ergiebigkeit 
(entsprechend den beiden Polen yon f) enthdlt, eine stationdre 
eleMrische oder Wdrmestromung eintriU\ die Function V be- 
deutet namlicb das Potential bei der ersteren Stromung^ die 
Temperatur bei der letzteren, falls der Korper von einer 
nichtleitenden, bezw. adiathermanen Hulle umgeben ist. 

Die Losung der zweiten Randwerthaufgabe, welcbe sich 
mit Hiilfe der Function V durch Anwendung des Green'schen 
Satzes auf die Oberflache des gegebenen Bereicbes und zwei 
unendlich kleine, die Punkte x^y y^, z^ und x^^ y^, z^ um- 
scbliessende Kugelflachen ergiebt, hat nun folgende Form: 

^(^'o , vo, ^o) = v{x, , y, , ..) - 1^ ff§ r:";;;-;;' "-do. 

Man sieht daraus^ dass in der That der Punkt x^, y^, z^ 
dazu dient; die zunachst auftretende willkurliche Constante 
zu bestimmen. 

Mittelst der Function V kann man das Potential be- 
liebiger Massen fur einen Raum, welcher letztere nicht ent- 
halt, durch das Potential einer Doppelbelegung einer jenen 
Raum umschliessenden Flache ersetzen^ analog wie es mittelst 
der ersten Green'schen Function durch das Potential einer 
einfachen Oberflachenbelegung ersetzt werden konnte. 

Fur ehme Bereiche lasst sich die zweite Randwerthauf- 
gabe mit Hiilfe einer der oben definirten ganz analogen 
Function f, welcbe aber in den beiden „Polen" logarithmisch 
unendlich gross wird, losen*). Indessen kann man bier die 



*) Die erste und zweite Green'sche Function ebener Bereiche 
lassen sich, wie F. Klein in seiuen Beitr&gen zur „Biemann*8chen 
Functionentheorie", Math. Ann. 21, § 9 (1882) dargelegt hat, als Special- 
fHUe yon Fotentialen auffassen, die auf geschhssenen Fldchen uberall 
eindeutig sind und zwei entgegengesetzte Pole bezw. zwei Faare von 
solchen besitzen; man hat zu diesem Zwecke nur den ebenen Bereich 
als aus zwei tibereinander liegenden, am Rande zusammenh^ngenden 
Bl'ilttern bestehend zu betrachten. Die Function G besitzt dann ent- 
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zweite Randwerthaufgabe auch auf die erste zuriickftihren 
auf Grund der £igenschaft des logarithmisehen Potentials^ 

der reelle Theil einer Function complexen Argumentes F+ i W 

dV 
zu sein; denn mit den Randwerthen von -k— sind zugleich 

dW 
diejenigen von -o— , also bis auf eine additive Constante auch 

die von W selbst bekaont; welche letztere Function ja eben- 
falls ein Potential ist. 

Die dritte Bandtverthaufgcibe der PotentialtheoriC; welche 
z. B. vorliegt, wenn die stationare Warmestromung in einem 
leitenden Eorper^ in dessen Umgebung die Temperatur mit 
dem Ort variirt, ermittelt werden soil, konnte mit Hiilfe 
einer dritten Green' schen Function ®, welche an der Begrenzung 

des Bereiches der Bedingung A® + o— = zu gendgen 

hatte, gelost werden. Diese Behandluogsweise der dritten 
Randwerthaufgabe 9 welche in der Potentialtheorie noch nir- 
gends durchgefiihrt sein durfte, werden wir jedoch erst bei 
den der Differentialgleichung Au + Tc^u = geniigenden. 
Functionen erortern, wo sie mehr Interesse darbietet; die 
dort zu gebenden Entwickelungen konnen dann ja auch leicht 
fur den Fall i = 0, also fQr die Potentialgleichung, specia- 
lisirt werden. 

c, Comiinationsmethode von C. Neumann und H. A. Schwarz. 

Ist die Randwerthaufgabe (es handelt sich hier nur um 
die erste) f&r specielle Bereiche gelost, so kann man mittelst 
der „Combinationsmelhode^^ oder des ^GrenzUbergangs durch 

gegengesetzte Pole in zwei correspondirenden Pankten der Yorder- nod 
Rdckseite, die Function T zwei gleiche positive Pole in einem Paare, 
zwei gleicbe, jene erg&nzende, negative in einem zweiten Paare solcher 
Pankte. Eb tritt so ancb bervor, dass die oben erw9.bnten Reciproci- 
t^tss&tze der Fnnctionen G and T in enger Beziebnng steben znr 
Vertanscbbarkeit von Parameter and Argnment bei den AbePscben 
Integralen dritter Gattung. — Die dritte Green^sche Function eines 
ebenen Bereicbes 19,SBt sicb nicht in 9.bnlicber Weise als Specialfall 
eines auf einer gescblossenen Flacbe eindentigen logaritbmiscben Po- 
tentials anffassen. — 
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altemirendes Verfahren", welche gleichzeitig (1870) von C. Neur 
mann und H. A. Schwarz aufgefanden wurden*), die Losung 
auch fiir solche Bereiche herstellen, welche aus jenen spe- 
ciellen so zusammengesetzt sind^ dass letztere theilweise 
ubereinander greifen. — 

Das Verfahren, welches H. A. Schwarz in den Berliner 
Monatsberichten von 1870, p. 780 — 84, ftir (bene Bereiche 
mitgetheilt hat**), ist im Wesentlichen folgendes: 

T^ und Tg seien zwei Bereiche, fiir welche man die erste 
Bandwerthaufgabe schon gelost hat; dieselbe soil nun fur 
einen Bereich gelost werden, welcher aus T^ und Tg so 
zusammengesetzt ist, dass beide ein Stiick T gemeinsam 
haben. Die ausseren Randcurven von T seien Lq (2\ ange- 
horig) und L^ (Tg angehorig); das Stiick der Begrenzung von 
Ti, welches innerhalb Tg liegt, werde mit Zrg, dasjenige der 
Begrenzung von Tg, welches in das Innere von T^ fallt, mit 

L^ bezeichnet. Langs Lq und Lq sind die Werthe V, welche 
die Losung von AF«=0 daselbst annehmen soil, beliebig 
vorgegeben; ihre untere Grenze sei h, die obere g. — Man 
nehme nun zunachst langs Zg die Werthe von V willktirlich, 
z. B. = fc, an und integrire AF= dementsprechend fur 
den Bereich T^] die Losung werde mit Fj bezeichnet. Nun 
bestimme man diejenige Losung fur T^, welche langs L^ die 

gegebenen Bandwerthe V hat und langs L^ mit Fj iiberein- 
stimmt. Darauf wird wieder eine Losung Fg von A F = 

so bestimmt, dass sie langs Lq die Werthe F, langs ig die- 
selben Werthe wie Fg hat. So fortfahrend erhalt man je 
eine unendliche Beihe von Potentialen mit ungeraden Indices, 
welche fiir T^, und von solchen mit geraden Indices, welche 
fiir Tg definirt sind, und welche alle langs Lq und L^ die 

vorgeschriebenen Werthe F annehmen. Die Functionen beider 
Beihen sind hiernach sammtlich fiir das Gebiet T erklart und 
stimmen auf dessen Begrenzungscurven abwechselnd uberein, 

*) Cf. Berichte der k. sSiChsischen Gesellschaft, Math.-phys. Classe, 
1888, p. 122. 

**) Vgl. auch Schwarz' gesammelte math. Abhandlnngen II, p. 133 ff. 
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namKch Vin^i mit Fg^ auf L^, l^an+i mit Vsn auf L^. Es 
lasst sich nun zeigen, dass sich Vsn und V2H+1 bei unbe- 
grenzt wachsendem n je einer bestimmten Grenzfunction 
nahem^ dass namlich die unendlichen Beihen 

F ' = Fi + ( F3 - F, ) + ( n - F,) + . . . 
and 

F"= F, + (F, - F3) + (F« - FJ + • . • 

unbedingt conyergiren und in T^ bezw. T2 der Differential- 
gleicbung AFs»0 geniigen. Der Oonyergenzbeweis beruht 
auf folgendem^ yon H. A. Schwarz 1. c. p. 780 abgeleiteten Hiilfs- 
satze: Ist die Peripherie eines Bereiches T in Strecken von ge- 
rader und solche von ungerader OrdnungszcM getheiU, und eine 
Loaung F, von AFi = so hestimmty dass sie auf den ersteren 
= 0, auf den letzteren dem dhsoluten Beirage na^ch ^gi ist, 
so ist langs soldier innerhalh T verlau fender Linien, welchd 
mit den BandstrecJcen von ungerader Ordnungszahl hochstens 
die EndpunMe gemein haien, Fj iiberall ^g[9i9 ^^^ Q einen 
echten Bruch hezeicknet Ans diesem Satze folgt namlich^ dass 
aufi, {Y^-^V,)<g-Tc<G, langs Z, ( F3 - F,) < Gg^ , 
langs ig (^4 — ^2) < ^S'lft ist u. s. f., woraus sich die 
Conyergenz obiger Reihen ergiebt. 

Die Grenzfunctionen F', F", welche beide fiir das Ge- 
biet T definirt sind, stimmen nun nach dem oben Gesagten 
sowohl langs L^^ als langs L^ Uberein; folglicb sind sie in T 
iiberhaupt identisch. Hieraus folgt aber, dass F' und F" auch 
im ganzen Gebiete eine und dieselbe, der Differentialglei- 
chung AF=0 gendgende Function, welche langs Lq und Lj 
die Werthe F annimmt, darstellen, dass also das beschrie- 
bene Approximationsyerfahren in der That die Lbsung 
der ersten Randwerthaufgabe fur den combinirten Bereich 
liefert. — 

Da nun die Green'sche Function und somit die Losung der 
ersten Randwerthaufgabe fur solche ebene Bereiche angebbar 
ist, welche man auf die Flache eines Kreises conform ab- 
bilden kann, und da letzteres immer fiir Flachenstucke yon 
geeigneter Ausdehnung, welche einerseits an ein sihgulari- 
tatenfreies Stuck einer analytischen Gurye angrenzen, mog- 

Pock el 8, Differentialgleichung. 17 
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lich ist*); 80 ergiebt sich mittelst der combinatorischen 
Methode, doss die erste Bandwerthaufgabe fur alle dymm Be- 
ftiche, welche von einer endlichen Anzahl von singularitaten' 
freien, sich nicht berilhrenden Stucken cmalytischer lAnien hegrenet 
werden, ISsbar ist**). 

Wir haben hier gerade dieses altemirende Verfahren von 
E, A, Schwarz angedeutet^ weil sich an dasselbe gewisse spater 
zu besprechende Untersuchungen PicarcFs tlber die Losungen 
von Aw + k^u «=« anschliessen. — Die Combinationsmethode 
von (7. Neumann stimmt im Principe mit dem Verfahren von 
Schwarz Uberein; in seinen „tJntersuchnDgen fiber das New- 
ton'sche und logarithmiscbe Potential" p. 310 — 38 unter- 
scheidet C. Neumann drei Falle je nach der Lage der Band- 
curven der zu combinirenden Bereiche und des neuen Bereiches 
zu einander. Er hat die Combinationsmethode auch in gleicher 
Weise auf raumliche Bereiche angewendet^ wahrend sich 
Schwarz auf ebene Gebiete beschrankte. — Ob ahnliche corn- 
bin atorische Methoden bei der zweiten Bandwerthaufgabe zum 
Ziele flihren wiirden, scheint bisher nicht untersucht worden 
zu sein. — 

d. Methode des arithmetischen Mittels von C. Neumann. 

Ein Verfahren, welches die Losung der ersten Bandwerth- 
aufgabe direct fiir gewisse sehr allgemeine, ebene oder raum- 
liche Bereiche liefert, ist die von C. Neumann herrdhrende 
Methode des arithmetischen Mittels^^^). Dieselbe beruht darauf, 

*) Ein Beweis fOr noch allgemeinere Bereiche ist gegeben von 
H, A. Schware, Zur Theorie der Abbildung^ ges. math. Abhandlangen 
IT. p. 108. — Yergl. auch A, Harnack, Grundlagen zar Theorie des 
log. Potentials etc. (Leipzig 1889) § 39. 

**) jBT. a, Schwarz, Berliner Berichte 1870, p. 784. — Ueber die 
functionentheoretische Bedentung der Combinationsmethode yergleiche 
man C, Neumann's ^,Vorl. fiber Biemann s Theorie der AbeFschen In- 
tegrale *^ (2. Aufl., Leipzig 1884) nnd die beiden ersten Capitel des 
3. Abschnittes im I, Bande der „yorL fiber die Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen" von F, Klein (ausgearbeitet von B. Fricke, Leipzig 1890). 
***) Zuerst mitgetheilt in den Berichten der EgL S9,chs. Ges. d. Wiss. 
vom 21. April und 81. October 1870, dann ausfilhrlich im Cap. V der 
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dass die Elemente der Begrenzung durch solche der Tangente 
bezw. Tangentialebene ersetzt werden, und dementsprechend 
ein Potential ffir das Imiere des Bereiches each den bekannten 
Formeln fflr die Halbebeue bezw. den Halbraum berechnet 
wird; welches zunachst noch nicht die yerlangten Randwerthe 
haty aber duroh Hinzufugang einer unendlichen Reihe yon 
auf analoge Weise berechneten Potentialen so corrigirt wer- 
den kann^ dass sich die Randwerthe yon den yorgesehriebenen 
Werthen nur nm eine bestimmte Constante unterscheiden. 
Die einzige Yoraussetzung^ welche dabei C, Neumann in Be- 
zug auf die Begrenzung macht^ ist; abgesehen yon der Aus- 
schliessung gewisser Singularitaten, diejenige, dass die be- 
grenzende Curye bezw. Flache iiberall nach aussen convex sein^ 
d. h. yon keiner ihrer Tangenten bezw. Tangentialebenen 
geschnitten werden soil. 

Im Folgenden soil die Methode ffir ebene Bereiche korz 
auseinandergesetzt werden. Die ganz analoge Entwickelung 
fur raumlicbe Bereiche nebst alien Conyergenzbeweisen, auf 
die wir hier nicht eingehen, ist ausfiihrlich in Cap. V des 
schon citirten Buches yon C. Neumann durchgefiihrt. Es sei 
gleich bemerkt; dass man das Yerfahren ebensogut, wie auf 
das Innere^ auch auf das Aeussere einer geschlossenen Curye 
bezw. Flache anwenden kann. 

Die mittelst der Green'schen Function gewonnene Lo- 
sung der ersten Randwerthaufgabe fur die Halbebene lautet 
bekanntlich : 



F(x,y)-^j>2£Llrf.. 



WO d$ ein Element der begrenzenden Geraden, r die Ver- 
bindungslinie seines Mittelpunktes mit dem Punkte x, y, und ip 
den Winkel zwischen r und der ausseren Normale bezeich^iet, 
welcher bei einem conyexen Bereich stets ein stumpfer ist. 



ftUnterBuchangen Clber das logaritbmische and Newton*sche Potential'' 
(Leipzig 1877). Femer beziehen sich auf die Methode des arithmeti- 
Bchen Mittels mehrere neuere Abhandlongen C, Neumann's in den Ab- 
handlungen d. Egl. SS^hs. Ges. d. Wiss., Math.-phys. Classe, Bd. 18, 
1887 and 14, 1888. 

17* 
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V(x, y) ist also als das Potential einer Doppelbelegnng des 

Randes mit dem (auf die Langeneinheit bezogenen) Moment — 

dargestellt. Da ^ ds der Gesichtswinkel dq> ist, unter 

welchem das Randelement ds vom Punkte x^ y aus erscheint, 
und da tc gleieh dem tlber die ganze BegrenzuDgslinie er- 

streckten Integrale / dg) ist, so kann V(x, y) auch in ge- 

wissem Sinne als das arithmetische Mittel aus den Bandwerthen 
F angesehen werden, indem man schreibt 

Jdg> 

Soil nun AF=0 fiir einen durch eine beliebige, aber 
uberall eonvexe, geschlossene Curve begrenzten Bereich so 
integrirt werden, dass die Losuug V im Innern endlich und 

stetig ist und auf dem Rande gegebene Werthe V annimmt, 
so bildet man nach C, Neumann gemass der oben angegebenen 
Regel zunaohst das Potential 



VAx,y)^-J^^^ds. 



Dm zu untersuchen, welchen Werth dasselbe annimmt, wenn 
der Punkt x, y auf die Begrenzung ruckt, zerlege man das 
Integral in einen Theil uber dasjenige Begrenzungselement 
ds, dessen Mittelpunkte sich x^ y nabem soil, und in einen 
fiber die ganze ubrige Begrenzung zu erstreckenden Theil. 
Der erste Theil ist das Potential, welches sich fiir die HcHb- 
ebene, die von der, an der betrachteten Stelle ds an die Begren- 
zungseurve gelegten Tangente begrenzt wird, ergeben wiirde, 

wenn auf jenem Elemente ds der Randwerth F, sonst auf der 
ganzen Tangente F== gegeben ware; folglich nimmt er den 

Werth F an, wenn x, y auf ds rfickt. In dem zweiten Theile des 

^Integrales kann man von vornherein x, y auf ds annehmen 

und dann die Integrationsgrenzen von beiden Seiten zusam- 

menrueken lassen; der so erhaltene Werth sei Ui (er wiirde 
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= seiD, wenn der gegebene Bereich wirklich die erwahnte 
Halbebene ware). Die Bandwerthe von Fj sind demnach 

also urn Ui von den verlangten verschieden. 

Aus diesen neuen Randwerthen Ui bilde man ebenso, 

wie zuerst aus V, ein Potential 



r.^f^^ds; 



dasselbe hat am Bande den Werth C/i + £/^, wo CTj wieder 
denjenigen Werth des Integrals bezeichnet, welchen man 
erhalt, wenn man schon vor der Integration x, y auf dem 
Rande festlegt. So fortfahrend berechne man eine unend- 
liche Reihe von Potentialen F^, Fj . . . F« . . . und Rand- 
werthen [/"i, C/g . . . Cw . . .. Dann wird, wie Neumann, zeigt, 
fiir n = (x> 

lim Un = C; 

die Randwerthe U^y U^ , . ., welche man auch in der Form 
darstellen kann 

^i=~7v; — } ^2 = —7^3 — ?••• 

Jatp J dtp 

gleichen sich namlich immer mehr aus und nahern sich einer 
Constante C, dem (eigentlichen) arithmetischen Mittel am den 

gegehenen Werthen F, als Grenzwerth. 

Stellt man nun die Htilfspotentiale her 



W^—f'^-'-^ds, W,=^-f^^. 



COS tb , 

— — as 



u. s. w., 



so sind dieselben im Innem des Bereiches bezw. =Fi— -2(7, 
F2 — 2 C, . . . und nehmen am Rande die Wert he an 

F+f/i — 20, U,+ U, — 2C,... 
Die Reihe 

hat daher am Rande den Werth: 
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C+ (F- C) + (U, - C)-{U,-C)-iU,-C) -{-■•■ 

+ (- 1)» + ^ (Un-l-C) + (- iy + ^ {Un - C) 

= F + (- l)"+i (t^„ - C). 

Ftlr unendlich grosses n convergiren die Potentiale TF. gegen 
and U„ gegen G\ die nnendliche Reihe 

c+w,-w, + w, , 

von welcher Neumann des Weiteren noch nachweist, class sie bei 
convexer Begrenzung convergirt und der DifferentialgleichuDg 
des Potentials genQgt^ nimmt daher am Rande die vorge- 

schriebenen Werthe V an und stellt somit die Losung der 
ersten Bandwerthaufgabe dar. — 

Wenngleich bei der directen Anwendang der Neumann- 
schen Methode des arithmetischen Mittels eine durchaus 
nacli aussen conveze Begrenzung des Bereiches vorausge- 
setzt werden muss, so gestattet dieselbe doch in Yerbin- 
dung mit der Combinationsmethode die Losung der ersten 
Bandwerthaufgabe fiir beliebig gestaltete Bereiche, wie 
u. A, F. Klein in seinen Vorlesungen hervorgehoben hat. 
Es soil dies hier fiir dreidimensionale Bereiche erbrtert 
werden ; da im Fall der Ebene die Yerhaltnisse noch ein- 
facher liegen. Zunachst ist leicht einzusehen, dass man ein 
beliebiges concaves oder sattelformiges Stdck der Begrenzungs- 
flache, sofem man es nur hinreichend klein wahlt, durch 
Inversion in ein nach Aussen convexes Flachenstiick verwandeln 
kann; man braucht dazu nur das Inversionscentrum genugend 
nahe an jenem Flachentheile anzunehmen. Demnach kann 
man den gegebenen Bereich ganz mit ubereinander greifen- 
den Theilbereichen (T/,) von der Art ausfilllen, dass jeder 
von ihnen sich durch Inversion in einen Bereich (Th) 
mit durchaus convexer Begrenzung Uberfiihren lasst. (Als 
Grenzflachen der Theilbereiche im Innem des ursprQng- 
lichen Bereiches kann man etwa Eugelflachen wahlen.) 
Da man nun fflr den Bereich T^ die erste Bandwerth- 
aufgabe nach der Methode des arithmetischen Mittels losen 
kann^ und da nach dem in III, § 2 abgeleiteten Thomson- 
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sclien Satze bei der Inversion ein Potential V{x, y, 0) in 

eine Function ubergeht, die mit — (dem reciproken Abstande 

vom Inversionscentrum) multiplicirt wieder ein Potential ist, 
so ist die Losung der Bandwerthaufgabe auch fiir den Be- 
reicli Tk moglieh; will man namlich auf der Begrenzung von 

Th die Werthe U erhalten^ so muss man in den correspondiren- 

den Punkten der Grenzflache von T^ die Werthe rU vor- 
schreiben. Schliesslich gestattet dann die im vorigen Ab- 
schnitte besprochene Combinationsmethode / die verlangte 
Losung fiir den ganzen urspriinglicben Bereich herzustellen. 

Bei ebenen Bereichen wiirde ein ganz analoges Yerfahren 
zum Ziele fiihren. 

Nach dem Yorstehenden kann man sagen^ dass die erste 
Randwerthaufgabe der Potentialtheorie fiir alle raumlichen 
und ebenen Bereiche losbar ist, deren Begrenzung keine 
Singularitaten besitzt. Im Falle, dass auf der letzteren 
singulare Punkte vorhanden sind, sind besondere ITnter- 
suchungen erforderlich, wie solche schon von C. Neumcmn in 
dem citirten Buche begonnen worden sind. 

Neuerdings ist von Poinca/re in seiner schon erwahnten 
Arbeit ein Yerfahren zur Losung der ersten Randwerthauf- 
gabe fur raumliche Bereiche angegeben worden, bei welchem 
ebenfalls die bekannte Green'sche Function der Eugel be- 
nutzt wird, welches sich aber von der verallgemeinerten Methode 
des arithmetischen Mittels wesentlich dadurch unterscheidet, 
dass man nicht die Randwerthe einer auf bestimmte Weise 
gebildeten Losung von AF=0 successive corrigirt, bis sie in 
die gegebenen libergehen, sondern von einer Function aus- 
geht, welche bereits die vorgeschriebenen Randwerthe besitzt, 
aber nicht der Diflferentialgleichung A F = gentigt, und 
durch ein Approximationsverfahren den zweiten DiflFerential- 
parameter jener Function successive im ganzen Bereiche zum 
Yerschwinden bringt, so dass man also bei festgehaltenen 
Bandwerthen die Differentialgleichtmg appoximirt Poincare 
setzt also voraus, es konne eine Function Vq gefunden 
werden, welche in dem gegebenen Bereiche, etwa ausser- 
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halb einer geschlo88^ien Flache F, den gewohnlichen Stetig- 
keitsbedingungen genfigt und auf F die gegebenen Werthe 

V besitzty sonst aber ganz beliebig sein mag. Der zweite 
Differentialparameter dieser Function Vq kann als uberall 
negatiy vorausgesetzt warden ^ da man andernfalls Vq so 
in zwei gesondert zu behandelnde Theile Vq + Vq' zer- 
legen kann, dass AVq tlberall > 0, AF^" uberall <0 ist. 
Ist also A Fq = — 4«po, unter p^ eine im ganzen 6e- 
biete positive Ortsfunction verstanden, so kann Vq als das 
Newton'sche Potential einer Massenvertheiiung von der Dichte 
Qq angesehen werden. Das Poincare'sche Verfahren hesteht 
nun darin, dass diese Massen am dem ganzen Raume theils 
auf die Grenzfldche F, theils in's Unendliche geschafft werden, 
und zwar ohne dass sich dabei die Werthe des Potentials auf 
F andem. Die Moglichkeit, dies successive zu erreichen, be- 
rnht darauf; dass man den betrachteten Raum mit unendlicii 
yielen Kugeln ausfiillen kann^ fQr welche die analoge Auf- 
gabe mit Hulfe der bekannten Green'schen Function losbar 
ist, und zwar ist die Conyergenz des Yerfahrens dadurch 
gesicherty dass bei der Ersetzung der in einer Eugel K ent> 
haltenen Masse durch die aquiyalente Oberflachenbelegung 
yon K das Potential im Aussenraume unyerandert bleibt, 
innerhalb K aber verkleinert wird^ und dass andererseitS; weil 
Dur positiye Massen yorhanden sind, das Potential immer 
positiv bleibt. — Die yorstehend augedeutete Poincare^ sche 
Methode ist mit leicht erkennbaren Modificationen auch auf 
efcene Bereiche anwendbar und im Uebrigen dadurch der Ver- 
allgemeinerung fahig, dass man statt der Eugel irgend welche 
andere Bereiche benutzt, fur welche man die Greeu'sche 
Function kenut. 

e. Methode der Eeihenentunckelungen. 

Fiir gewisse specielle Bereiche kann man ausser durch 
die bisher besprochenen Methoden auch durch Beihenent- 
umkelungen zur Losung der Randwerthaufgaben gelangen. 
Es ist dies namlich in solchen Fallen moglich, wo man nach 
Einfiihrung von krummlinigen Coordinaten I,, ri, I yon der 
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Beschaffenheity dass auf den einzelnen Stiicken der Begrenzung 
je eine von ihnen constant ist, die Differentialgleichung AV= 
darch Produde von der Form /*• Ea(6) H,(ij)Zjb(g) integriren kann, 
worin f eine ganz bestimmte Function von |, 17, |; ist^ 
Zy H, Z hingegen Integrale gewisser gewohnlieher Differen- 
tidlgleichungen zweiter Ordnung sind^ welche zwei willkiirliche 
Parameter A, B enthalten. 1st nun der betrachtete Raum 
von je zwei Flachen ^ =« Const.; iy »= Const., g «» Const, be- 
grenzt, so wird man die Bandwertbaufgaben so zerlegen, dass 
man zunachst ein Potential V^ bestimmt, ffir welches auf emer 

der sechs Begrenzungsflachen V bezw. -7^— oder fe F + -5— die 
^ ° en * dn 

vorgeschriebenen Werthe, auf den iibrigen f(inf Flachen aber 

durchweg den Werth hat; aus sechs solchen speciellen 

Losungen setzt sich dann die allgemeine durch Superposition 

zusammen. Soil das Potential z. B. auf der Flache i^=ti ^^^ 

gegebenen Werthe V annehmen, so hat man die Parameter 
A, B und die Particularlosungen E; H, Z so zu bestimmen, 
dass 5a fiir 5— gi und g^gg, H< far i?=iji und ij=%> Z* ^^ 
i= ii verschwindet, und dass die gegebene Function F(S, i^) 
durch eine Reihe von der Form 

dargestellt wird. Aehnlich ist zu verfahren, wenn die Werthe 

von -K- oder hV 4- ^ — aeaeben sind: die. Grosse h muss 

on ' ^n ® ^ ' * 

jedoch im AUgemeinen nicht eine Constante, sondern ein« 
ganz bestimmte Function langs der Begrenzung sein, wie ge- 
legentlich schon frUher (S. 92) hervorgehoben wurde. 

Der -allgemeinste Bereich, auf welchen bisher diese Me- 
thode angewendet worden ist, ist der von F. Klein*) behan- 
delte von sechs confocalen Flachen zweiten Grades hegrenzte 
Korper; doch hat Klein in seiner Vorlesung fiber Lame'sche 
Functionen (Winter 1889/90) gezeigt, dass sie auch fur eihen 
von sechs confocalen Cycliden begrenzten Korper zum Ziele 

*) Math. Annalen 18, p. 410. 
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fQhrt, jedenfalls fGr die erste Randwerthanfgabe^ und dass 
somit die ftir letztgenannten Bereich geltende Beihenentwicke- 
lung alU in der Potentialtheorie yorkommenden nmfassen 
muss. Eine ausfahrliche Darlegung dieser Auffassung bildet 
das Thema einer von der Gottinger phil. Facaltat fur den 
Sommer 1891 gestellten Preisaufgabe. 

Die Losong der ersten Bandwerthaafgabe durch Beihen 
fdr einfache specielle Falle des eben erwahnten^ namentlich 
fur die Eugel durch die Entwickelung nach Eugelfunctionen 
sowie fUr den Kreis durch die Fourier'sche Beihe, ist der 
Gegenstand sehr zahlreicher Untersuchungen gewesen. Dim 
hat die dritte Bandwerthaufgabe ffir den Kreis nach dieser 
Methode in der S. 185 .erwahnten Arbeit behandelt^ wobei 
sieh zeigte, dass filr bestimmte negative Werthe von h die 
gegebenen Bandwerthe nicht ganz willkurlich sein dQrfen. 
Diese Eigenthtimlichkeit, welche mit dem Yorhandensein 
ausgeadchneter Losungeu der Differentialgleichung zusammen- 
hangt und daher bei Am + ifc^w = noch wichtiger wird, 
ergiebt sich im obigen Falle wie folgt. Eine den Stetigkeits- 
bedingungen genfigende Potentialfunction wird fur das Innere 
des Kreises yom Badius r dargestellt durch die Beihe: 



00 



u ~ ^« (yj (a„ COS nq> + K sin nqi) ; 



hieraus ergiebt sich: 

00 

*^* + a7 "" -^ (^ + "t) (^» ^^® **^ "f" ^" ®^^ **^)- 



o — 

Sind nun die Werthe von Aw + q— durch die Fourier'sche 
Beihe 



QO 




^'» {An COS ntp + Bn sin nq>) 



gegeben, so erhalt man fiir die bisher unbestimmten Coef- 
ficienten a, 6 die Ausdriicke 



"I. ** 

a« = -z , On = 



r r 
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za welchen Dini auf etwas anderem Wege gelangt ist. Wenn 

nun h einen der Werthe — (n = 0, 1, 2 ••• oo) besitzt^ so 

mGssen; damit die Coefficienten On und In mit dem ent- 
spreehenden Index n nicht unendlieh gross werden, An und 
Bn gleich Null sein^ d. h. die Glieder mit cos nq) und sin nq) 
in der Fourier'schen Entwickelung ffir die an der Peripherie 
vorgeschriebene Function fehlen; dies ist also die der letz- 

teren im Falle h = aufzuerlegende Beschrankung. — 

Yom mathematischen Standpunkte steht die Methode der 
Reihen, soweit es sich um den Beweis fiir die Losbarkeit der 
Bandwerthaufgaben handelt, hinter den unter fe, c, d "be- 
sprochenen Methoden zuruck, weil bei ihr den gegebenen Band- 
werthen Beschrankungen auferlegt werden mdssen^ welche bei 
den anderen Methoden iiberfliissig sind, so die der abtheilungs- 
weisen Monotonie und (damit die Reihe auch wirklich der 
Differentialgleichung AF==0 geuiigt) der Existenz zweiter 
Ableitungen^ und weil die Untersuchung des Verhaltens der 
Reihen bei der Annaherung an den Rand grpsse Schwierig- 
keiten darbietet. — Wenn somit die Reihendarstellungen zur 
allgemeinen Erledignng der Randwerthaufgaben wenig geeignet 
sind; so besitzen sie doch die grosste Wichtigkeit fiir die 
physikalischen AnwendungeO; wo es sichnur um eine angenaherte 
Losung handelt. Indem man sich auf eine endliche Anzahl von 
Gliedem der Reihen beschrankt, wird man in letzteren ein 
Mittel haben^ ein Potential zu bestimmen, welches sich den 
gegebenen Randwerthen uberall mit gegebener Genauigkeit 
anschliesst, man wird also mit ihrer Hiilfe eine Aufgabe 
der InterpoUUionsrechnung losen. (K.) — 

§ 3. Allgemeine Ezistenzbeweise und Eindeutigkeitsbeweise 
fiir die Lbsungen der Bandwerthaufgaben in der Theorie 
der partiellen Differentialgleichung Au-^-lc^u^^O und der 

verwandten Oleiohungen. 

In der mehrerwahnten Abhandlung'^) iiber die Integration 
der partiellen Differentialgleichung Aw + ^*w = 0, welche 

*) H. Weber, Math. Ann. 1, p. 1. 



/ 
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zu einer Zeit erschien, als die Bedenken gegen die Beweiskraffe 
des Dirichlet'scheu Princips nocb nicht allgemein bekannt 
waren, hat H. Weber die Existenz einer Losung der ersten 
Bandwertbaufgabe fiir ebene Bereiche durch eine auf dem 
Grundgedanken des Dirichlet'schen Princips beruhende Schluss- 
weise zu beweisen gesucht^ die derjenigen ahnlich ist, welche 
er zum Nachweise der Existenz der ausgezeichneten Losungen 
angewendet hat. (Vergl. II, § 4. S. 61.) Zunachst beweist 
er den Satz: 

Soil eine Function ti, welche im Innern eines helielig be- 
grenzten, ganz im Endlichen liegenden Bereiches nicht an einer 
Linie unstetig wird, fiir welche das iiber diesen Bereich erstreckte 

Integral j j u^dxdy einen gegebenm Werth c haty tmd welche 
an der Begrenzung gegebene Werthe u annimmt, das iiber den 

ganzen Bereich genommene Integral j j lij-) + (o^) \dxdy 

zu einem Minimum «= Q machen, so muss dieseUbe im 
ganzen Bereiche endlich and stetig sein und der partidlen 
IHfferentialgleichung A w -j- t* w = genugen , in welcher 

Dieser Satz ist, wie auch seine Dmkehrung, vollstandig 
richtig, nicht aber der weitere Schluss Weber^Sj dass es far 
einen gegebenen Bereich immer eine endliche und stetige, 
sich amBande vorgeschriebenen Werthen stetig anschliessende 
Function u geben mUsse, welche der DiflFerentialgleichung 

Au + k^u^O genagt, da // { (||) V © ^^ ^J' 
nothwendig ein Minimum annehmen mtlsse; denn gegen 
diesen Schluss sind eben dieselben Einwande zu erheben, wie 
gegen das Dirichlet'sche Princip in der Potentialtheorie. — 
Zun'achst ergab der angefiihrte Schluss H, Weber^s nur 
die Existenz der fraglichen L5sung fiir eine Diflferential- 
gleichung mit unbestimmtem Jc^] da man aber den gegebenen 
Werth c und damit Jc^ continuirlich andern kann, so schloss 
H. Weber daraus weiter auf die Existenz bei gegebenem k^. 



Jc^ 
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falls letzteres nicht gerade ein ausgezeichneter Werih ^fir 
den Bereich ist. (Deber den letzteren Fall vergl. ttbrigens 
weiter unten.) 

Ware die Wd)er'ache Schlussweise iiberbaupt stiehhaltig, 
so konnte sie natQrlich ebenso auf raumliche Bereiche und 
mit geringen Modificationen^ die aus den im Anfang des 
vorigen Paragrapben fUr Potentiate Gesagten ersichtlich sind, 
auf die zweite und dritte Bandwerthaufgabe angewendet 
werden. Ferner liesse sie sich auf diejenigen partiellen DiflFe- 
rentialgleicbungen ausdebnen, welcbe in der von unsim I. Tbeile 
(S. 20) aufgestellten allgemeinen Form (2) und (3) entbalten 
und somit, wie in I^ § 4 gezeigt wurde, der Ausdruck fiir 
das Yerscbwinden der ersten Variation eines uber den ganzen 
Bereicb erstreckten Integrales sind, dessen Element eine qua- 

dratiscbe Form von o— ,• 5— » (^-) und u ist: von dieser 

dxf dy' \de/ ' 

quadxatiscben Form miisste nur, damit die erwabnte Scbluss- 
weise anwendbar ware^ vorausgesetzt werden^ dass sie fQr alle 
im ganzen Bjereiche vorkommenden Wertbe ibrer Coefficienten 
definit sei, well andernfalls das Integral durcb Abanderung 
der Function u belie^big grosse negative Wertbe annebmen 
konnte^ also keine Uptere Grenze fiir seinen Wertb zu exi- 
stiren braucbte. — 

Aucb bei der Differentialgleicbnng Am + 1(?u = wird 
ein wirklicber Beweis fiir die Existenz einer Losung der 
Randwertbaufgaben nur in einer Methode eur Herstellung der 
Losung besteben konnen. Eine solcbe ist bisher nur fQr 
cbene Bereicbe und aucb da nur nnter gewissen Bescbran- 
kungen gefunden word en; diese Metbode wird weiter unten 
ausfUhrlicb besprochen werden. 

Yorlaufig miissen wir uns daber fOr den allgemeinen 
Fall damit begniigen, dass die Existenz der Losungen der 
Randwertbaufgaben durcb die im § 1 dieses Tbeiles auge- 
stellten johystkalischen Erwagungen pUmsibel gemacbt ist, — 

Was nun die Mndeutigkeit der Randwertbaufgaben anbe- 
triflFt, so lasst sicb dieselbe fiir die Losungen von Au'{-h'^u = 
nicbt allgemein, spndern. nur inter denjenigen Bescbrankun- 
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gen beweisen, darch welche wiSffeBeiehnete Werihe Ton A^ 
ausgeschlossen werden. Denn falls 1^ ein ausgezeichneter 
Werth fflr den betrachteten Bereich ist, d. L ein solcher^ 
fQr welehen es eine im ganzen Bereiche endliche und stetige, 
nicht identisch verschwindende Losung Uk der Differential- 
gleichung giebt, die einer der Randbedingongen « »= oder 

— a« oder Au -f- ^^ = genQgt, so kann man zu einer 
Losnng, welche die vorgeschriebenen Randwerthe Yon u oder 

5— oder hu -}- -5- besitzt, noch die mit einer willkarlichen 
on * dn ' 

Constante Ch multiplicirte ausgemchnete Losung u^ (bezw. 

eine Summe ^^ ChUh, falls i* ein mehrfacher ausgezeichneter 

Werth ist) hinzufiigen, die Losung ist also dnrch jene Rand- 
werthe nicht vollstdndig hestimmt, 

Wir wollen im Folgenden zunachst fur die cdlgemeine 
Differentialgleicbung mit zwei unabbangigen Yariabeln von 
der Form (3) untersuchen, wann die Losungen der Rand- 
wertbaufgaben eindeutig bestimmt sind, einmal, weil dabei das 
Wesentlicbe der Sache besser hervortritt, sodann auch, weil 
Picard und Bianchi diese Frage eingehend bebandelt haben. 

Das absolute Glied a^ in der Differentialgleicbung ist 
dabei unwesentlich; denn wenn die Gleichung ohne dasselbe 
nur eine den Randbedingungen gent&gende Losung besitzt, so 
gilt dies sofort aucb fQr die Gleicbung mit dem Gliede a^^ 
indem dasselbe ja fortfallt, wenn man die Differentialgleicbung 
fur die Differenis zweier etwa existirender Losungen der nr- 
spriinglichen Differentialgleicbung bildet. Wir wollen daher 
die von Picard in seiner ersten auf den Gegenstand beziig- 
lichen Abhandlung (Acta Math. XII) untersuchte Differen- 
tialgleicbung 

K(^i-:+^i^)+i(*i-:+'*"r:)+«/'»-» 

betrachten, worin X dieselbe Bedeutung hat, wie sonst l*^. 
Diese Gleichung (in II, § 4 mit (13) bezeichnet *)) ist der 

*) Dort ist die Function f mit X'" bezeichnet, um Verwechse- 
lungen mit dem F19,chen element df zu vermeiden. 
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Auadrnck daftlr, dass die erste Variation des fiber den ge- 
gebenen Bereich erstreckten Integrales 

verschwindet, in welchem die Functionen B\ B'\ A will- 
kiirlich sind bis auf die Relation*): 

dx + dy ^^^r- 

Mit obiger Differentialgleicbung haben wir uns schon im 
§ 4 des II. Tbeiles beschaftigt gelegentlicb der Untersuchung 
liber die Integraleigenscbaften der Normalfunctionen. Dort 
definirten wir als ausgezeichnete Losungen (bezw. Normal- 
functionen bei Hinzukommen der Integraleigenscbaften) solche 
im Gebiete durcbaus endliche und stetige Losungen Uj fiir 
welcbe, obne dass sie Uberall yerscbwinden^ an der Begren- 
zung entweder u oder allgemein 

(14) (^'|| + B||)cos(n^) + (s|| + ^"||)co8(«y)+ai* 

gleich Null ist. {a kann eine beliebige Function langs des 
Randes sein.) Diese allgemeine Grenzbedingung entsteht^ 
wenn man yerlangt, dass die erste Variation des Ausdruckes 

/ / F\M^ Y~} y") ^^dy + / aw*(?5 verschwinden soil (vgl. 

II, §4,8.54). Dass die eben erwabnte Randbedingung aucb 
diejenige ist, welche sicb bei gewissen auf die DifiPerential- 
gleichung (13) ffihrenden pbysikaliscben Problemen dar- 
bietet, gebt ans den Entwickelungen in § 1 des II. Theiles 
hervor. Entsprechend jener Grenzbedingung ist bier die 
zweite bezw. dritte Randwerthaufgabe so zu fassen, dass die 
Werthe von 

(^'11+^ f) - («-) + (^ H + ^" t) '^^ ("J') 

bei der zweiten, diejenigen des allgemeinen Ausdruckes (14) 



•) Vergl. I. Theil, B, § 4, S. 26. 



I 
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bei der dritten langs der Begrenzung mit einer daselbst vor- 
gescbriebenen Fuuction u^^^ bezw. 0^^ iibereinstimmen soUen. — 
Um nun zu entscbeideii; ob es 0wei verschiedene Losungen 
der einzelnen Randwertbaufgabe geben kann^ nebme man an^ 
dies sei moglich^ und betrachte die Differenz der beiden yoraus- 
gesetzten Lbsungen. Diese Differenz geniigt nattirlich eben- 
falls der Differentialgleichung (13), ausserdein aber der Rand- 
bedingung u = oder der allgemeinen (14), d. h. sie ist eine 
ausgezeichnete Losung. Die oben gestellte Frage kommt also 
darauf zuriick, ob es fiir den gegebenen Bereich und den 
gegebenen Werth von k ausgezeichnete Losungen der par- 
tiellen Differentialgleichung (13) giebt. Ueber diese Frage, 
welche uns schon im 11. Theile (§ 4) entgegentrat, giebt die 
dort abgeleitete Gleichung 



+ jau^ds = 0, 



welche fiir irgend eine der allgemeinen Randbedingung ge- 
niigende ausgezeichnete Losung gilt (und in welcher der 
friiher angewandte Index h bei u und k hier fortgelassen 
ist), uns theilweise Aufschluss, wie wir sogleich naher 
sehen werden. Zu dieser Gleichung ist noch zu bemerken, 
dass im Falle der zweiten Randbedingung einfach a = 
zu setzen ist, und im Falle der ersten das Randintegral 
ebenfalls fortfallt, weil dann die Function u (hier die 
Differenz der beiden hypothetischen Losungen der ersten 
Randwertbaufgabe) an der ganzen Begrenzung verschwindet. 
Dass die Differenz u nicht yon yerschieden sein kann, 
mitbin . nur eine Losung des Problems existirt, lasst sich 
allgemein nur scbliessen, wenn die Grosse a an Jceiner Stelle 
des Randes negativ und die unter dem Doppelintegral stehende 

quadratische Form von -«— , g— , m fiir alle Punkte des Ge- 

bietes definit ist; deun dann sind alle Elemente der beiden 
Integrale positiv, also die Gleichung (16) unmoglich, ausser 
wenn.t^ liberall «» ist. Die Bedingung, dass die besagte 
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quadratische Form definit sei, ist, da wir dies von der Form 
A'i,^ + 2Bi,ri + A" if ausdrGcklich vorausgesetzt haben, 
immer erfiillt, wenn die Function f im ganzen Gebiete positiv 
(oder gleich Null) und die Constante k negativ ist oder um- 
gekehrt. In diesem Falle ist also , wenn ausserdem a ^ 
ist, die Losung der Randwerthaufgabe, falls sie existirt^ 
immer eindeutig, Derselbe kommt in der Physik z. B. vor 
bei dem Problem der stationdren Wdrmestromung in einer 
diinnen krystallinischen leitenden Platte, deren Flachen gegen 
die Umgebung Yon der constanten Temperatur (oder auch 
von variabeler Temperatur, wo dann in der Differential- 
gleichung noch das, wie wir oben gesehen liaben, fiir die 
gegenwartige Betrachtung irrelevante absolute Glied binzu- 
trate) frei Warme ausstralilen, und hierbei ist es in der That, 
wenigstens fSr die erste und dritte Randwerthaufgabe, evi- 
dent, dass nur eine Losung existirt (vergl. § 1 dieses Theiles). 

Sind die Functionen 'A\ B, A'', f ftlr die ganee Ebene 
erklart, und ist die oben genannte Bedingung in alien 
Punkten derselben erfullt, so kann man schliessen, dass die 
erste und zweite Randwerthaufgabe und bei positiven Werthen 
von a auch die dritte ftir beUebig grosse Bereiche nur je eine 
einzige Losung besitzen. 

Wenn die Function kf nicht Uherall negativ ist oder gar 
in der gauzen Ebene positiv, wie im Falle der Differential- 
gleichung Au -}- k^u = mit reellem k, so lasst sich nicht 
ohne Weiteres entscheiden, ob nur eine Losung existireu 
kann. Picard*) hat fur die erste Randwerthaufgabe ein 
Mittel zu dieser Entscheidung angegeben, welches auf die 
Differentialgleichung Am + A/'w = 0**) anwendbar ist oder 
auch auf die allgemeinere 

*) Picard, Acta mathematica XII, p. 323—338. Die Verallgemeine- 
ruDg findet sich in der schon fruher erwS^hnten neueren AbhandluDg: 
Memoire sur la th^orie des Equations aux d^riv^es partielles et la 
mdthode des approximations saccesBives. Jonrn. de Math. (4) VI, 1890 ; 
p. 145—210. Cap. I. Vergl. darfiber weiter nnten. 

**) Auf die von H, A. Schwarz angestellte aasfdhrliche Unter- 
suchuDg dber die erste Randwerthaufgabe fiir die Ldsungen dieser 
Differentialgleichung kommen wir sp^ter zuriick. 

Pookels, Diffeientialglelchnng. 18 
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in der nicbt einmal, wie es die Beschrankung auf die yon 
uns betrachtete Classe Yon Differentialgleicbungen erfordem 

wiirde, g— = gp- zu sein braucbt. Dieses Mittel beruht 

darauf, dass man zu der unter dem Doppelintegral in 61. (16) 
stehenden quadratiscben Form irgend ein voUstandiges Diffe- 
rential g— (B"m*) + K— (^w*), worin JB' imd 2?" endlicbe, 

stetige und differentiirbare^ sonst willkiirlicbe Functionen yon 
Xy y sind, hinzufiigen kann, ohne dass sicb etwas andert, weil 

sich namlicb / / |g- (JS"n*) + g- (jB'w*)| dxdy auf ein 

in Folge der Bedingung u = yerschwindendes Randintegral 
reducirt*). Die Bedingung fdr die Eindeutigkeit ist dann 
die, dass 

fiir alle Pnnkte des Bereiches eine definite Form sein 
muss. Hierzu ist notbwendig und hinreichend, dass die 
Ungleicbung gilt: 

im Falle der oben angegebenen allgemeineren^ d. b. die 
GHeder 2d o- und 2e g— enthaltenden Differentialgleicbung 
ergiebt sicb hieraus die Bedingung: 

Wenn es moglich ist, irgend zwei endliche und stetige Functionen 
B'j B"' zu finden, welche im ganzen Gdnete dieser Ungleichung 
geniigen, so ist man also sicker ^ dass fiir dieses Gebiet die 
Losung u voUstdndig durch ihre Bandwerthe bestimmt ist 

Handelt es sich um die Differentialgleicbung Au -|- Jt^u 

*) Ans demselben Grande treten in dem Integral, dessen erste 
Variation, gleich Null gesetzt, die allgemeine Differentialgleicbung (13) 
liefert, die willkurlichen Glieder mit ^ und 5" auf. 
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= 0, ist also /*«= 1, d = e = 0, so setzt Picard JS' = 
and sucht B'^ als Function yon x allein so zu bestimmen^ dass 

wird, wodurch dann die obige Ungleichung erfUllt ist. Zu 
diesem Zwecke nimmt er eine Gonstante k'^ > Jc^ an und 

* 

bestimmt JB" aus der Differentialgleichung 

ax 
Das Integral derselben ist 

uuter C die Integrationsconstante yerstanden. 

Man kann nun ¥ beliebig wenig yon k yerschieden 
wahlen. Die Function JB" bleibt endlich und stetig, wenn 

man x auf das Interyall ^, r-rr <x <, -jt?- + ^ be- 

scbrankt; die yerlangte Bestimmung yon B' und B" ist 
demnach fur jedes Gehiet moglich, welches ganz zwischen zwei 

Parallelen zur y-Axe, deren Abstand kleiner als -r- ist, oder 

uberhaupt innerhdlb eines J^arallelstreifens von einer die Grosse 

-T- nickf ubersteigenden Breite liegt, insbesondere also fftr jedes 

Gebiet; dessen Dimensionen in keiner Richtung grosser als 

Y Bind. NatUrlich ist damit noch nicht gesagt, dass man 

der fraglichen Ungleichung nicht auch noch fur grossere Be- 
reiche genfigen kann. — Picard hat gezeigt, dass jene Un- 
gleichung nicht nur die Bedingung fiir die Eindeutigkeit der 
ersten Randwerthaufgabe, sondem auch fiir die Anwendbar- 
keit des Sckware'^ckein. Losungsyerfahrens ist, ein Punkt, aaf 
den wir an einer spateren Stelle zuruckkommen werden. 

Bei den im Vorhergehenden besprochenen Betrachtungen, 
welche sich im Wesentlichen der P^card^schen Arbeit in Bd. XII 
der Acta math, anschliessen, wurde in keiner Weise die Ent- 
stehung der Differentialgleichung (13) durch Variation eines 
lutegrales benutzt; wir haben uns bisher auf diese Classe yon 

^Differentialgleichungen nur deshalb beschr'dnkt, weil sie allein 

18* 
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es sindy die bei den uns interessirendeD physikalischen 
Problemen auftreten. Indessen ist es der VoUstandigkeit 
halber vielleicht niitzlich, die zulassigen Verallgemeinerungen 
der vorhergehenden Entwickelungen jetzt noch kurz anzu- 
ftihren. Der Eindeutigkeitsbeweis ware offenbar ganz derselbe 
gewesen, weon die Gleichung gelautet hatte 

/I Q'\ dx\ dx^^ ^ dyl ^^ dy \ ^ dx^^ dyl • ' 

sofern dabei nur die quadratiscbe Form 

als definit und die Vorzeichen von A' und kf als entgegen- 
gesetzt vorausgesetzt werden; mit anderen Worten: er ist 
anwendbar auf jede lineare partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung vom elliptischen Typiis, in welcher die 

Coefficienten von k— a, ^— § und — m gleiches Vorzeichen habeo. 

In der That hat Ficard spater in der citirten Arbeit im Joum. 
de Math, den Eindeutigkeitsbeweis auf die Losungen der Glei- 
chung 

dx'' ^ dy' ^ "^^ dx^ "^^ dy ^ ^^^^ ^ 
mit beliebigem d und e ausgedehnt (siehe S. 274), auf welche 
sich, wie schon Du Bois-Beymond gezeigt hat*), jede 
Differentialgleichung des elliptischen Typus durch Substi- 
tution von neuen unabhangigen Variabeln zuriickfiihren lasst. 
Dieser Beweis war jedoch schon friiher von Bianchi in 
grosster Allgemeinheit, auch fur den Fall beliebig vieler 
unabhangiger Variabeln, gefiihrt worden**). Wir sahen 
schon im § 4 des I. Theiles, dass Bianchi die allgemeinste 
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit zwei un- 
abhangigen Variabeln auf die Form gebracht hat: 

*) Vergl. Theil I, B, § 4. 
**) L. Bianchi; Sulle equazioni lineari a derivate parziali del 
2^ ordine. Rend, della r. accad. dei Lincei; V, 2, 1889, p. 35. 
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= yu + 8, 

welche, abgesehen yon dem fQr die Eindeutigkeit der Band- 
werthaufgabe nicht in Betracht kommenden Gliede dy mit 
der oben angegebenen verallgemeinerten Gleicbung (13') 
vollig libereinstimint. Dnter der Voraussetzung, dass ac > b^ 

und — > 0, d. h. die Form 

in alien Punkten des Gebietes definit ist; ergiebt sich daher 
durch die oben entwickelte Betrachtungsweise, welche der- 
jenigen von Bianchi yoUig analog ist^ dass die Function u 
durch ihre Eandwerthe eindeutig bestimmt ist Es reicht fSr 
diesen Beweis nicht aus, dass ac > 6^, d. h. der Typus der 
Differentialgleichung der ellvptische isi Wird dies letztere allein 
vorausgesetzt^ so lasst sich nur behaupten: 

Die den gewohnlichen StetigJceitsbedingungen genugenden 
{von Bianchi regular genannten) Losungen einer Differential- 
gleichung D(u) '^ yu -\- S vom elliptischen Typus sind durch 
ihre Eandwerthe eindeutig bestimmt, sofern man nur Gebiete 
betrachtety die gewisse, aUgemein nicht ndher angebbare Grenzen 
nicht iiherschreiten. 

Um dies zu beweisen,. leitet Bianchi erst den Satz ab: 

Wenn die Gleichung D(u) = yu fiir das gegebene Gebiet 
ein regulares Integral v mlasst, welches weder im^ Innern, noch 
auf dem Bande verschwindet, so sind zwei Losungen obiger 
Differentialgleichung y die auf dem Bande iibereinstimmen, iiber- 
haupt identisch. 

Ist namlich u ein „ regulares Integral", welches auf dem 
Rande = ist, also eine av^eeeichnete Losung des Bereiches, 
und setzt man u=U'V, so geniigt U der Gleichung 

dx* ' dxdy ' dy^ "* w \ dx ~^ dyl dx 

H l& ^ h ^ ^-) ^=r- = 0, 

^ V \ ox ^ oy/ cy ' 

welche sich von der Differentialgleichung D(w) «=» nur 



a 
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durch die Coefficienten der ersten Differentialqaotienten unter- 
scheidet, und ist ausserdem Hberall endlich und stetig, da v 
nirgends =0 wird. Yon einer solchen Differentialgleicliung 
ohne ein mit u proportionales Glied ist aber bereits bekannt, 
dass sie bei der Grenzbedingung ii «» keine von Null yer- 
schiedene ausgezeicbnete L58ung besitzen kann; folglich ist 
U und auch u = 0, w. z. b. w. 

Ist nun u eine beliebig angenommene^ gar keiner Grenz- 
bedingung unterworfene, in dem betrachteten Gebiete T 
^berall endliche und stetige Losung von D(u) = yUy so 
kann man jedenfalls einen Theil T' von T so abgrenzen, 
dass diese Losung innerhalb T' und auf dessen Begrenzung 
nirgends «= wird^ und dann auf dieses Theilgebiet den 
vorstehenden HiUlfssatz anwenden. Da ferner die L5sung von 
D{u) = yii + * eindeutig durch ihre Randwerthe bestimmt 
ist, sobald dies von derjenigen von D(w) = yu gilt, so ergiebt 
sicb scbliesslich der oben ausgesprochene erste allgemeine 
Satz fiir die Losungen der Differentialgleichungen vom ellip- 
tiscben Typus. 

Die allgemeinste lineare Differential gleichung zweiter 
Ordnung mit n Variabeln denkt sich Bianchi auf die Form 
gebracbt 



n 



^n(n) = 2a|:2fe-«'* = y^ + *^ 



was immer ,m5glich ist. — FQr ein Gebiet 5„ von n Dimeu- 
sionen, in welchem Xj, .. X,-, .. X„ endlicbe und stetige 
Functionen sind, gilt die verallgemeinerte Greer! sche Glekhung: 



» « ^^ ,. » 



e \ X • ^9 .^ 1 



(««) -^ («»-l) 



WO dSn^i ein Element der Begrenzung von 5» und dp ein 
Element von deren „innerer Normale" im verallgemeinerten 

Sinne bedeutet. Setzt man hierin X< = m xt ^»* "aT" > wo 
u ein „regulares" Integral von Dn(u) = yu ist, so ergiebt sich 
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wird nun Torausgesetzt, dass die qaadratische Form 

n n 

1 1 

definit, die Differentialgleichung /)»(«*) = yw + (J also vom 
yjellipsoidischen^^ Tjpus ist^ und dass ausserdem y im ganzen 
Bereiche dasselbe Vorzeichen hat, wie jene quadratische Form, 
so folgt aus der vorstelienden Relation, dass u im gamen 
Gd}iete verschwinden muss, wenn die Randwerthe t* = sind, 
Ferner beweist Bianchi auf ganz analogem Wege, wie im 
Falle von zwei Dimensionen, den Satz: 

Wenn die Differentialgleichung Dn(u) = yu eine endliche 
und stetige Losung besitzt, welche weder im Innern des Gebietes, 
noch auf dessen Begrenzung gleich Null tmrd, so fallen zwei 
Losungen, welche auf der letzteren ubereinstimmen, auch im 
ganzen Gebiete zmammen, 
und mit Hiilfe desselben den allgemeinen Satz: 

Die reguldren Integrale einer Differentialgleichung Dn{u) 
=a yw + * vom ellipsoidischen Typus sind fUr geschlossene 
Gebiete Sn, deren Dimensionen gewisse Grenzen nicht Uber- 
schreiten, durch ihre Randwerthe eindeutig bestimmt. 

Einen VerBuch zur Abschatzung jener Grenzen, welche 
das Gebiet nicht iiberschreiten darf, hat Bianchi, auch fflr den 
Fall von zwei Dimensionen^ nicht gemacht. Das einzige 
Mittel, welches hierfQr bisher angegeben ist, ist die oben 
besprochene yon Picard angegebene Ungleichung und ein 
spater mitzutheilendes Grenzverfahren von H. A, Schwarz, 
welches sich ebenfalls auf die DifiFerentialgleichung Aw + k^fu 
= bezieht. 

Es sei noch erwahnt, dass die Satze BiancMs auch 
ebenso fQr die verallgemeinerte zweite Randwerthaufgabe, 
worunter die Bestimmung einer Losung von Dn{u) = yu-\'8 
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•' -^ — xf ««* ^ — ^^ verstehen 

ist, aafgestellt werden koDDten^ wie aii8 der Art ihrer Ab- 
leitung Bofori ersichtlich ist. 



§ 4. Ldsimg der Bandwerthanfgsben ftir die Fnnotionen u 
mit Hiilfe verallgemeinerter Qreen'soher Fonotdonen. 

Wie in der Potentialtheorie, so kann man auch in der 
Theorie der Differentialgleichung Am + k^u = die all- 
gemeinen Randwerthaufgaben losen, wenn man gewisse 
specielle Losungen derselben kennt; namlich solche; bei 

denen die gegebenen Randwerthe von u, bezw. g— oder 
hii '\- Y~ i i°^ Raume von drei Diraensionen gleich — _ , 

bezw. Tj- oder — h - ^^ — , in der Ebene gleicli 

en r en ^ ° 

log r, bezw. — ^ oder h log r -| ^~^~~ sind, wenn r den 

Abstand des Randpunktes von eioem festen Punkte des 6e- 
bietes bezeichnet^ oder allgemeiner solche, bei denen die 
Randwerthe durch eine Summe von Gliedern der angegebenen 
Form dargestellt werden; Mit Hiilfe dieser speciellen Losungen 
der Randwerthaufgaben lassen sich dann Functionen bilden, 

fiir welche an der Begrenzung u oder «— oder Ak + «— 

gleich Null ist; welche aber innerhalb des Gebietes gewisse 
Unstetigkeitspunkte besitzen; dieselben sind analog den im 
§ 2 dieses Theiles betrachteten Green'schen Functionen, 
gewissermassen Verallgemeinerungen derselben, weshalb es 
gestattet sein mag, dieselben im Folgenden ebenfalls kurz 
Green'sche Functionen zu nennen und mit 6r, f und @ zu 
bezeichnen. 

Im Nachstehenden werde ich die Theorie dieser „Green- 
schen Functionen" (im Princip auf Grund mundlicher An- 
deutungen von Herrn Prof. F, Klein) entwickeln, wobei die 
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Existeitz dieser Functionen, die sich mathematisch wobl nur 
durch Angabe sines Yerfahrens zur wirklichen Herstellung 
beweisen liesse, wiederum durch physikalische Erwagungen 
begrfindet warden wird. Ich werde mich dabei auf die Diffe- 
rentialgleichang Au -f- J^u = bescbranken^ obgleich die 
Yerallgemeinerang fiir die Gleichungen (2) bezw. (3) S. 20 
wohl kaum Scbwierigkeiten bieten wilrde. 

Es sind bei dieser Untersuchung zwei Falle zu unter- 
scheiden, je nachdem die gegebene Constante h^ ein aus- 
gezeichneter Werth fiir den betrachteten Bereich (und die der 
gerade behandelten Randwertbaufgabe . entsprechende Grenz- 

bedingung t* = oder ^ = oder Aw + o— = 0) ist 

oder uicht. 

Zanachst setzen wir das letztere yorauS; worin daun 
von selbst en thai ten ist, dass nur eine Losung der Rand- 
wertbaufgabe moglich ist. 

a. h^ ist 1c ein avsgezeichneter Werth. 

I. Erste Randwertbaufgabe. Die verallgemeinerte 
GreefCsche Function fi^'" >'*»''* welche bier einzufahren ist, defi- 

xy t ' ' 

niren wir aZs eine der Differentialgleidiung Aw + A;*w = 
geniigende Function von x, y, stj welche an einer Stelle Xq, y^, 0q 

des Gebietes unendlich gross wird wie im Raume, wie 



U 



— Y^Qcr^ in der Ebene, welche sonst im ganzen Gebiete eitir 
deutig, endlich und stetig ist und an der ganzen Begrenzung 
den Werth hat 

Ibre Existenz fiir beliebige ebene Bereiche erschliessen 
wir aus den eyidenten physikalischen Tbatsachen, dass eine 
Membran mit festem Rande durch eine in einem Punkte 
wirkende periodische Kraft scbliesslich in erzwungene Schwin- 
gungen yon der Periode der Kraft yersetzt wird, ebenso eine 
offene Luftplatte durch eiue in einem inneren Punkte befindliche 
Schallquelle) dass ferner eine horizontal ausgespannte Mem- 
bran, auf welche an einer kleinen Stelle ein Druck vertical 
nach unten wirkt^ und welche ausserdem bis zum Niveau ilires 
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Bandes mit einer schweren FlQssigkeit bedeckt ist, eine be- 
stimmte Gleichgewichtslage annehmen muss; endlich bei nega- 
tivem Ic^ daraus^ dass in einer frei ausstrahlenden leitenden Platte, 
deren Rand auf der Temperator erhalten wird; und welche 
eine punktformige constante Warmequelle enthalt, bei jeder 
Form der Begrenzung und jedem Yerhaltniss des Ausstrah- 
lungs- zum Leituugsvermogen endlich eine stationare Warme- 
str5mung eintreten wird. Im Falle raundicher Bereiehe ist 
mir kein anscbaulicher pbysikalischer Yorgang bekannt, der 
sicb zur Begrtindung anfuhren liesse; hier konnen wir also 
die Existenz der Function G vorerst nur aus der Analogie 
der ebenen Bereiehe schliessen. — In alien angefuhrten 
Fallen muss man sich; da ein unendlich grosser , in einem 
Punkte wirkender Druck, eine punktformige Schallquelle 
von unendlicher Intensitat und eine punktformige Warme- 
quelle von unendlich hoher Temperatur physikalisch un- 
moglich sind; die periodische Druckkraft, die Schall- oder 
Warmequelle zunachst fiber ein kleines Gebiet von zwei bezw. 
drei Dimensionen ausgebreitet denken und dann dieses Ge- 
biet bei constanter Gesammtwirkung der die Schwingungen 
erregenden Kraft oder Gesammtergiebigkeit der Warme- 
quelle kleiner und kleiner werden lassen; es erscheint vom 
physikalischen Standpunkte aus unzweifelhaft^ dass sich die 
entsprechende Losung von Am -|- h^u = bei diesem Pro- 
cesse einer bestimmten Grenzfunction nahert, welche letztere 
eben die Green'sche Function ist. In diesem Sinne ist es auch 
immer zu verstehen^ wenn spaterhin zur Begriindung der 
Existenz gewisser Functionen von Kraften^ die in einzelnen 
Punkten wirken, oder von einzelnen Erregungs- und Warme- 
zuleitungspunJcten die Rede ist. (Vergl. hierQber § 1 des 
III. Theiles, S. 193—194.) 

Kennt man nun die Function G^^'^'^ des gegebenen Be- 

reiches, den wir, wie immer in diesem Paragraphen, als gauz 
im Endlichen liegend voraussetzen, so ergiebt die Anwenduug 
des Green'schen Satzes genau wie in der Potentialtheorie 
die Losung der ersteii Bandwerthatifgabe in fol gender Form: 
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dO'^^J- 



(76) u{x,, y,, O = - i/j'^ -W ^'> 



dG-l' 



bezw. «= — s— / ** -^-^ ds, 

2« f dn 



Wenn man in der f£ir irgend zwei eindeutige, end- 
licfae und stetige Losungen yon ^u -{-Ic^u ^==0 gelienden 
Gleichung 

u'= a'^yozo ^/'_ Qxy ggj-^t ^nd gje auf den gegebenen 

xyz ' Xoifo'o o o 

Bereicb anwendet, aus welchem die Punkte Xq, y^j Zq und Xj y, z 
durch zwei unendlich kleine Eugeln ausgeschnitten zu denken 
sind; 80 erhalt man^ da der auf die Begrenzungsflache des 
Bereiches bezQgliche Theil des Doppelintegrals zufolge der 
Definition der Function G yerschwindet, und da auf der um 

den Punkt a?, y, z beschriebenen kleinen Kugel Grxy% = 

xyz 

gesetzt werden kaun, 

rixoyo»o __ Q^y , 
xyz «oyo*o ' 

es gilt also, wie in der Potentialtheorie, der Satz, doss man den 
Argumentpunkt und Parameterpunkt der Function G mit einander 
vertauschen kann. Ebenso ist es naturlich im Falle zweidimen- 
sionaler Bereiche. — Dieser y^Reciprocitatssafz der GreerCschen 
Function G^' gestattet eine anschauliche physikalische Deutung 
besonders bei dem schon oben angefiihrten Problem der statio- 
naren Warmeleitung in einer gegen die Umgebung yon con- 
stanter Temperatur frei ausstrafalenden Platte, welche eine 
punktiormige Warmequelle enthalt, und deren Rand auf der 

Temperatur der Umgebung erhalten wird. Die Function 6r'°*'*' 

bedeutet dabei die von der Temperatur der Umgebung an 
gerechnete Temperatur im Punkte a?, y, wenn sich die Warme- 
quelle in Xqj y^ befindet, und der Satz G^**'** = G"^ sagt 

also aus, dass die Temperatur im Punkte x, y, wenn die 
Warmequelle in Xq, y^ liegt, die gleiche ist, welche im Punkte 
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z^f 9o ^rschen unirde, wenn sick diesdbe WarmequeUe in Xj y 
befdnde. Beim Problem der nichtstationaren WarmestromuDg 
(Erkaltong) lasst sich der Reciprocitatssatz tlbrigens ganz ahn- 
lich deuteiL 

Auf die Ersetzung beliebiger ^^Geschwindigkeitspotentiale^' 
u durch solche einfacher Oberflachenschichten Yon Erregungs- 
punkteii; welche sich aus der Gleichang (76) folgern lasst, 
werden wir erst spater eingeheiiy weil die bierzu erforder- 
liche Anwendimg des Green'schen Satzes auf Raume; die 
sich in's Unendliche erstrecken, bei den Functionen u be- 
sondere Vorsicht erfordert. 

II. Die zweite Baudwerthaufgabe; d. h. die Bestim- 
mung einer eindeutigen, endlichen, stetigen Losung u aus 

den Randwerthen ^-, lasst sich mit Hiilfe einer durch fol- 

gende Eigenschaften definirten j,zweiten Green'schen Fnnctionf^ 
r'-^"'° losen: 

xy 9 

Die Function ^1°^^° genilgt der partiellen Differentialglei- 

chting Am + ^*«* = ^^^ i-^^ *^ gegebenen Bereiche eindeutigj 
endlich tmd stetig, ausser in dem PunJcte Xq, y^, Zq, in welchem 

sie unmdlich gross wird wie im Falle eines dreidimensio- 

nalen, wie — I^oC^O ^^^ Falle eines zweidimensiondlen Be^ 

reiches; an der ganzen Begrenmng des Bereiches ist ^ = 0. 

Dass hier nichtj wie in der Potentialtheorie, iswei Er- 
regungspunkte von entgegengesetzter Intensitat eingefQhrt 
zu werden brauchen, ist eine Folge davon, dass nach den 

Gleichungen (64) (III, § 3, S. 211) das Integral J f^do 

oder j ^ds nicht einfach gleich — Ajt^^an oder — 2jt^*aA 

ist, wenn die an die Intensitateu der singularen Punkte, d. h. die 
Factoren der unendlich gross werdenden Glieder der Reihen- 
entwickelung ftir u, bezeichnen; in der Potential theorie ist 
letzteres bekanntlich der Fall, und es ist daher nicht mog- 
lich, dass ftir ein Potential mit nur einem Unstetigkeits- 
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dV 
(Masseii-)punkt innerhalb des Bereiches der Werth von -^ 

an der Begrenzung Qberall verschwindet. Die Nothwendig- 

keit, der zweiten Green'schen FuDction in der Potentialtheorie 

0wei Pole beizulegen^ ergiebt sich, wie die Entwickelungen 

des Abschnittes b dieses Paragraphen nocli zeigen werden, 

auch daraus, dass die PotentialgleichuDg AF=0 bei der 

dV 
Randbedingung -k— = die ausgezeichnete Losung F= Const 

besitzt; dbrigens kommt dieser Grund schliesslich auf das- 
selbe binaus, wie der zuerst aDgeffihrte. — 

Zar Begriindong der Existenz der soeben definirten 

Function V'^^^*"* ist die physikalische Thatsache anzufiihren, 

dass eine in einer beliebigen geschlossenen Flache einge- 
schlossene Lnftmasse oder eine geschlossene Luftplatte yon 
beliebiger Gestalt durch einen im Innern befindlichen Er- 
regungspunkt von gegebener Periode, die nicht mit derjenigen 
einer Eigenschwingung ubereinstimmt, jedenfalls in bestimmte 
Schwingungen von der gleichen Periode versetzt wird; ferner 
bei zweidimensionalen Bereichen und negativem Tc^ der Uni- 
stand^ dass in einer frei ausstrahlenden Platte, deren Rand vor 
Warmeabgabe geschiitzt ist, und der in einem inneren Punkte 
Warme zugefdhrt wird, im Laufe der Zeit zweifellos eine 
stationare Temperaturvertheilung eintriti 

Die Losung der zweiten Mandwerthaufgahe erhalt man mit 
Hiilfe dieser Function V durch die gewohnliche Anwendung 
des Green'schen Satzes in der Form 

(77) uir,,y,,z,) = + lJJv'i^;^.'^Jo 

bezw. u{Xn, ?/o) = + 5— f I-- •^— as, 
\ 0) ^0/ I 27eJ « y on 

Wie man sieht, ist bier im Gegensatz zur Potentialtheorie 

die Function u durch die Randwerthe o— vollstdndig bestimmt, 

was ja^ wie schon gesagt, in der oben gemachten Yoraussetzung 
liegt, dass T^ kein ausgezeichneter Werth sein soil. — 
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Gerade wie fUr die Function G ergiebt sich fttr f der 
BeciprociUitssata 

r».y...^r«». bezw. r'°»»=r"' . 

Derselbe ist bereits von JET. v. HelmholU in seiner „Theorie 
der Luftschwingungeu in Rohren mit offenen Enden^^ abge- 
leitet worden und hat in der Akustik die Bedeutung, dass eine 
in einem Punhte x^^y^y e^ befindlicheeinfacheSchallquelle in einem 
Punkte X, y, z dieseJbe Schallintensitdt*) hervorbringt, welche die- 
selbe Schallquelle, wenn sie in x, y, Uige, im Punhte x^^y^, e^ 
erzeugm wUrde. Dies lasst sich jedoch im Allgemeinen nur 
fiir geschlossene Luftraume in der erwahnten Weise begrfin- 
den; wie es sich bei in's Unendliche ausgedehnten Raumen 
verhalt, wird spater zu erortem sein. — Die physikalische 
Bedeutung des Reciprocitatssatzes fQr die Warmeprobleme be- 
darf nach dem darUber bei der Function G Gesagten hier 
keiner weiteren Besprechung. — 

III. Um die dritte Randwerthaufgabe zu losen^ 

fiihren wir eine dritte Green* sche Function ®'^»y'»**' (bezw. 

O'**^") ein, welche folgende charakteristische Eigenschaften 
besitzt : 

Die Function ©'y^'** genugt der Differentialgleichung 

Am -\~ h^u = 0, 

ist im gegebenen Bereiche eindeutigy endlich und stetig ausser im 
Punktex q, y^, Bq bezw. x^, y^, wo sie unendlich gross wird wie 

cos TcT 

bezw. — Y^ikr^j und besitzt Idngs der ganzen Begren- 

*"© 

zung des Bereiches verschwindende Werthe von A® + -^ — 
Hierbei ist es nicht nothwendig, dass h eine Gonstante ist. 



*) H. V, HelmhoUz und Lord Bayleigh Bprechen den Beciprocit^ts- 
satz far das GesehwindigJceitspotenttal aas, fiir welches er sich ja auch 
znn&chst ergiebt; zn obiger Fassung gelangt man darch die Erw&gangy 
dass die Schallinten8it2.t durch die Maxima der Verdiehtung und Ver- 
dUnnung bestimmt ist, welche letzteren ja (wie die oben auf S. 10 
angegebene Relation erkennen l^st) der Fanction u proportional sind. 
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Die Anwendnng des Green'schen Satzes auf eine im be- 
trachteten Gebiete tlberall endlicbe Losung u und die Func- 
tion ® ergiebt znnacfast: 

«(^o, yo. ^o) = - i^JJ («|| - 1^ ®) do 5 

benutzt man nun die Randbedingung h& -\- ^— = 0, so er- 

geben sich die folgenden beiden Formen f(ir die Losung der 
dritten Banduwrthaufgabe: 

(78) .fe, „„, ..) i/j (ku+'fj.l^ildo 



- + h //{'"> + rJ^-.-.""' 



analog fflr die EbenC; wo nur r— statt j-, ds statt do zu 

setzen ist. 

Die Existenjs der Function ®''^''' lasst sich fiir ebene 

xyz 

Bereiche durcb die Erwagung plausibel machen^ dass auch 
eine Membran, deren Rand in dem im § 1 des II. Theiles 
erorterten Sinne nicht absolut fest ist^ durch eine in einem 
inneren Punkte wirkende periodiscfae Kraft in erzwungene 
Schwingungen von der Periode dieser Kraft versetzt werden 
muss. Ausserdem konnte (bei negativem 1c^) die in Bezug 
auf die Function G angestellte Betrachtung iiber die Warme- 
stromung in einer Platte mit der Modification herangezogen 
werden; dass die Begrenzung an die Umgebung durch Strah- 
lung oder aussere Leitung nach dem bekannten Gesetze Warme 
abgiebt. 

Auch fQr die Function ® gilt der Satz von der Ver- 
tauschbarkeit des Argument- und Parameterpunktes und lasst 
sich bei den Warmeproblemen in analoger Weise physikalisch 
deuten, wie es beim Reciprocitatssatz fUr die erste Green- 
sche Function ausgefiihrt wurde. — 

Die ganzen vorhergehenden Entwickelungen sind formell 
unverandert auf den Pall tibertragbar; dass k^u in der DiflFe- 
rentialgleichung mit einer gegebenen uberall endlichen und posi- 
tiven (analytischen) Function f der Goordinaten multiplicirt auf- 
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tritt, weil die hier in Betracht kommenden Singularitaten der 
L'osungen u in diesem allgemeineren Falle noch dieselben 
bleiben (cf. Ill, § 1). Auch die physikalischen BegriiDdungen 
fiir die Existenz der verallgemeinerten Green'schen Functionen 
sind nur darin abzuandern, dass man statt homogener Mem- 
branen, Luftmassen und die Warme leitender Korper inhomo- 
gene betrachtet (wobei man sich die Inhomogeneiiat yoq 
Luftmassen durch Temperaturunterschiede realisirt denken 
kann). Auf dieses allgemeinere Problem fiir zweidimensiondle 
Bereiche lasst sich aber auch die Integration der in 
hrummlinige Coordinaten transformirten Differentialgleichung 
Am + ^^^ = f^r ebene oder auch ftir gekrQmmte Flachen- 
stiicke zurQckfuhren , wie wir im I. Theile, § 4 gesehen 
haben. Die Randwerthaufgaben fiir die Losungen von 
Aw + J^f'^ = bieten sich daher z. B. dar bei der Be- 
stimmung der durch gegebene Beweguug der Randpunkte 
erzwungenen Schwingungen einer gehriimmten Luftschicht oder 
bei der Untersuchung der stationaren Warmestromung in 
einem ausstrahlenden krummen Flachenstiicke, dessen Rand 
an ein anderes Medium von gegebener Temperaturvertheilung 
grenzt. (Vergl. IV, § 1.) Dies ist besonders deshalb von 
Wichtigkeit, weil man von solchen berandeten krummen 
Flachenstiicken zu geschhssenen Flachen iibergehen kann, wo 
dann an die Stelle der Randwerthaufgaben das Problem tritt, 
eiue fiberall sonst stetige Losung u am gegebenen Unstetiglceiten 
zu bestimmen; hierauf werden wir am Schlusse dieses Theiles 
zurtickkommen. 

lb. k^ ist ein ausgeeeichneter Werth. 

Wir setzen jetzt voraus, dass die Constante k^ einen der 
ausgezeichneten Werthe fiir den gegebenen Bereich besitze, 
d. h. dass es im letzteren liberall eindeutige, endliche und 
stetige, von Null verschiedene Losungen der Diflferentialglei- 
chung Aw + )fc^w = gebe, welche an der Begrenzung 

der Bedingung w = oder tt- = oder A w + g^ "^ ^ 
geniigen, je nachdem es sich um die erste, zweite oder dritte 
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Randwerthaufgabe handelt. Urn gleich alle moglichen Falle 
za umfassen^ woUen wir annehmen^ dass 1^ eiu v-facher 
ausgezeichneter Werth sei, mithin v von einander unab- 
hangige ausgezeichnete Losungen vorhanden seien. 

In diesem Falle konnen die im Abschnitte a) ein- 
gefiihrten Functionen GyV,® mit einem Pole nicht existiren, 
was man sich leicht an deren physikalischer Bedeutung klar 
machen kann. So wQrde z. 6. eine Membran durch eine in 
einem Punkte Xq, y^ angreifende periodische Kraft, deren 
Periode mit derjenigen einer Eigenschwingung iibereinstimmt, 
im Allgemeinen in Schwingungen von unbegrenzt wachsender 
Amplitude yersetzt werden, natiirlich wenn man, wie es hier 
immer geschehen mass, von der Reibung, Steifigkeit etc. ab- 
strahirt und annimmt^ dass die Differentialgleichung nicht nur 
fiir unendlich kleine, sondern noch ffir beliebig grosse Ampli- 
tuden giiltig bleibe; in dem besonderen Falle aber, wo der 
ADgrififspunkt Xq, y^ auf einer Knotenlinie der besagten freien 
Schwingungsform lage, wurde die Kraft die Schwingungen 
zwar nicht unendlich verstarken, aber sie uberhaupt gar 
nicht erregen konnen. Aehnlich verb alt es sich bei den 
durch eine punktformige Schallquelle erregten Schwingungen 
einer Luftmasse. Um sich die Unmoglichkeit der Existenz 

der Functionen G'''^''^ V''^'*\ @''*'^^''* ffir ausgezeichnete 

WertheA;^ klar zu macheu, ist auch, weuigstens wenn es sichum 
die erste Green'sche Function handelt, das Beispiel der in einen 
horizontalen Rahmen gespannten, mit einer schweren Fltlssig- 
keit bedeck ten Membran wohl geeignet. Wird einer solchen 
Membran durch einen Druck eine gewisse Ausbiegung unter 
ihre Gleich gewichtslage ertheilt, und dann bis zum Niveau 
der letzteren eine Fliissigkeit daraufgegossen, so wird nach 
Aufhebung des Druckes im Allgemeinen entweder die Membran 
in ihre Gleichgewichtslage zuriickkehren (wobei die Fliissig- 
keit abfliesst), oder die Ausbiegung weiter zunehmen, mathe- 
matisch betrachtet bis in's Dnbegrenzte, in Wirklichkeit 
naturlich nur bis zu einer gewissen Grenze, weil bei einer 
einigermassen betrachtlichen Grosse der Verruckimg !u die 

Fockels, Differentialgleiohnng. 19 
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▼eriicale SpanDuiigscomponente gar nicht mehr darch Au 
gegeben ist, also die Differentialgleichrmg Au + ^^ =^ ^ 
nicht mehr gilt; der erstere Fall wird bei kleinem, der 
letztere bei grossem specifischen Gewicht der Fliissigkeit 
eintreten. Es wird aber ein bestimmtes VerhaUniss des speci- 
fischen Gewichtes s der Fliissigkeit mr Spannung p der Membran 
geben^ fiir welches die Membran bei jeder heliebigen Grosse 
der urspriinglichen Ausbiegung im Gleichgewichte verharrt; 

dieses Yerhaltniss — ist der Meinste ansgezeichnete Werth yon 

Ic^y die hoheren. haben* hier keine physikalische Bedeutung. 
Es ist hiemach klar^ dass in dem Falle^ wo P jenem aus- 
gezeichneten Werthe gleich ist, jeder hinzu kommende Druck 
die Ausbiegung in's Unbegrenzte wachsen lassen wQrde; folg- 

lich kann die Function &***'% welche die Verriickung bei 

einem im Punkte Xq^ y^ wirkenden Drucke darstellen wilrde, 
nicht existiren. — 

Die unter a) erSrterte Methode zur Bestinunung der 
Losungen u aus den beliebig gegebenen Randwerthen von 

w, ^— oder Aw + ^— ist demnach in dem Falle, wo fc* ein 
^ on * dn ' 

ausgezeichneter Werth ist, nicht anwendbar. In der That konnen 
nun auch, wie wir sogleich sehen werden, in diesem Falle jene 
Randwerthe gar nicht heliebig vorgeschrieben werden, sondern 
mussen v Bedingungen geniigen, damit eine endliche und stetige 
Losung tLberhaupt moglich sei; dies wird bei den einzelnen 
Randwerthaufgaben auch physikalisch erlautert werden. — 
Ferner aber ist, wenn jene Bedingungen erfiillt sind, die Losung 
nicht vollstdndig durch die gegebenen Randwerthe bestimmt^ 
sondern es konnen die zu dem gegebenen h^ gehorigen aus- 
geeeichneten Losungen, jede mit einer willkfirlichen Constante 
multiplicirt, hinzuaddirt werden, weil sich ja dadurch die Rand- 
werthe nicht andern. Auch dies ist bei den physikalischen 
Problemen, namentlich den Schwingungsproblemen, evident, 
wie weiter unten ausgeffihrt werden soil. 

Die Losung der Randwerthaufgaben ist in diesen Fallen, 
falls" nur die gegebenen Randwerthe den erwahnten Be- 
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dingungen genOgeO; dennoch mit Hiilfe verdllgemeinerter Green- 
scher Functionen du/rchfUhrbar] nur muss man dieseu Functionen 
nicht einen, sondem (y + 1) Unstetigkeitspunkte (Pole) von 
geeifftieten Intensitaten beilegen, woraof ja schon die in § 2 
definirte Function V der Potentialtbeorie, welche zwei entr 
gegengesetzte Pole besitzt; hinweist. Wir werden die hier 
einzufuhrenden verallgemeinertenGreen'schen Functionen dem- 
entsprechend gelegentlich als „(f/ + l)-/acA polare" bezeich- 
nen. Im Folgenden soil die so modificirte Metbode der 
Green'scben Functionen wieder fiir die drei Randwertbauf- 
gaben gesondert erortert werden. Vorausgesetzt wird dabei 
also immer, dass Jc^ ein i/-facher ausgezeicbneter Wertb fur 
die der gerade betracbteten Randwertbaufgabe entsprecbende 
Grenzbedingung ist. Ein System von linear unabhangigen 
zugeborigen Normcdfimctionen des Bereicbes soil wie frOher 
mit t*!, Mg . . .'My bezeicbnet werden. 

I. Erste Randwertbaufgabe. 
Setzt man in dem Green'scben Satze: 

_/ du" _,/ du 



m 



< on on f 

bezw. 

fiir u irgend eine im Bereiche (iberall eindeutige, endlicbe 
und stetige Losung von Am + k^u = 0, fiir u" eine Normal- 
function Ufi, so folgt; da M^ = ist, 

r r du /• du 

(79) / / ^ "af ^^ = ^^2^- J ^ "af ^^ ^^^ ^' 

worin dem Index ^i die Werthe 1,2,... v beizulegen sind. 
Diesen v Eelationen miissen also auch die vorgeschriebenen Werthe u 
genOgen^ damit sie uberhaupt die Bandwerthe einer im ganzen 
Bereiche endlichen und stetigen Losung von Am + i^M = 
sein konnen. 

Diese Bedingungen (79) lassen sich bei den durch Bewegung 
der Randpunkte erzwungenen Schwingungen einer Membran an- 
schaulicb interpretiren. Es muss hier zunachst daran erinnert 



19 



* 
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werdeii; dass in dem Falle^ wo die alien gestellten Be- 
dingungen genilgende Losung u der Differentialgleichung 
Am + ^^^ == die Summe mehrerer, mit willkiirlichen Con- 
stanten multiplicirter Functionen ist^ der entsprechende 
Schwingungszustand aus einer Ueberlagerung ebensovieler 
verschiedener, von einander unabhangiger Schwingungen be- 
steht^ welche nicht nur verschiedene Amplituden, sondern 
auch verschiedene Phasen besitzen konneD ; dies gilt nicht nur 
fiir die schwingende Membran^ sondern till alle Schwingungs- 
probleme. — In dem jetzt betrachteten Falle setzt sich nun 
die Losung u zusammen aus einer solcben u', welche die 
gegebenen Randwerthe u besitzt und zugleich mit den letz- 
teren verschwinden wdrde^ und aus einer ausgezeichneten Losung 




*^ AhUhy worin A^.,,Av willkiirliche Constanten, Mi ...Uv die 

am Rande verschwindenden Normalfunctionen sind. Dem- 
entsprechend ist die zugehorige Schwingung der Membran 
dargestellt durch 

U=u' cos -^ {t — t') + ^ AkXiH cos -^ (t-^ tk) . 

1 

Die am Rande der Membran wirkenden Krafte, welche 
die Scbwingung hervorbringen, leisten im Zeitelement dt die 
Arbeit 

8dt = pdt I JY ' -g^ ^^ = — P -Y ^^ I u Bm-^(t — f) 
cos ^ (^ — ^ ) + ^^ An j^ cos -Y\f— h)\ ds] 



en 



O TT 

denn — p -^ — ist die der in einem Randpunkte angreifenden 
ausseren Kraft entgegenwirkende Spannungscomponente^ 

-^T- dt der vom Angrififspunkt dieser Kraft wahrend dt zuruck- 

gelegte Weg, und die rechte Seite des vorstehenden Aus- 
druckes ergiebt sich mit Rucksicht auf das Verschwinden der 
Normalfunctionen am Rande. Berechnet man nun die mittHere 
oder die wahrend einer ganzen Periode T geleistete Arbeit, d. h. 
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T 

das Integral f Sdi^ so ergiebt sich, dass derjenige Theil 



dieser Arbeit, welcher der erewungenen Schwingung h zu 
Gate kommt, namlich 

T 


verschwindety nnd dass somit nur der bei den Eigenscliwin- 
gnngen geleistete Theil der Arbeit flbrig bleibt: 



2* 



- .- '' 



1 n 



. 



/' 



worin jetzt wieder u statt u geschrieben werden kann. Diese 
Arbeit muss nnn gleicb Null sein, da sonst die Eigen- 
sdiwingongen, welche ja schon fclr sich fortbestehen, unbegrenzt 
verstdrkt werden wurden. Soil aber der yorstefaende Aus- 

druck fur alle moglielien Amplitaden Aa und Phasen y~ ^a ver- 

schwinden; so mfissen die Bedingungen erftLllt sein: 

u-^ ds = Of (A = 1, 2 . . .v), 

d. h. eben diejenigen, welche wir oben ans dem Green'schen 
Satze ableiteten. 

Wenn diese Bedingungen erfQlIt sind, so ist auch u^oA- 
rend jedes Zeitelementes die yon den am Rande wirkenden 
Eraften bei den JEigenschwingungen der Membran geleistete 
Arbeit gleich Nail; folglich werden die letzteren dann yon 
den ausseren Eraften iiberhaupt nicht beeinflusst 

Als einfachstes Beispiel fQr die besprochenen Bedingungen 
woUen wir den Fall einer kreisformigen Membran betrachten, 
deren Rand mit der Periode der tiefsten Eigenschwingung 
(welche einem einfachen ausgezeichneten Werthe h^ entspricht) 

bewegt wird. Die Bedingung geht danu, da -^ = K^oiK^) 



4a y» 

ganzen Rande constant ist, in i uds=0 oder I udg) = 
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liber und sagt aus^ dass die vorgeschriebenen Yerruckungen 
der Randpunkte so beschaffen sein mtissen, dass der Schwer- 
punkt der (gUichfSrmig mit Masse belegt gedachten) Bandcurve 
in seiner Ruhelage verharrt. 

Fortan setzen wir voraus, dass die oben angegebenen v Be- 
dingungen fQr die gegebenen Randwertfae u erfullt seien. Dann 
gelaDgen wir zur Losimg der Randwerthaufgabe mit Hulfe der 
(^v + iyfach polaren Green'schen Function Gt^oyo'o,x,y,.,....:r^y,*,^ 

welche abgekiirzt mit Gv bezeichnet werden moge und fol- 
gendermassen definirt wird: 

Gv geniigt im gegebenen Bereiche der Differentialgleichung 
Aw + fc*M=0; wird in v + 1 PunJcten {x^y y^, e^), (a:j, y^, JSj), . . . 

, N jT -L • COB fcro cos kr^ 

{Xv, y„, 0y) unenalicn gross tme a^ -, a^ -, ... a 



cos kr^ 



^ 



beew. tme — ^o^oC^O? — ^i ^o(^^i)? • • • — a^YQ{krr)y wo 
a^y a^ . . . av bestimmte Constanten sind, ist sonst Uberall end- 
lich und stetig und verschunndet an der Begrenzung. — Die Con- 
stanten Ufi bestimmen sich, wie wir gleich sehen werden, 
aus den Werthen der Normalfunctionen t^ . . . Uy in den 
1/ + 1 Polen XQjjfQ, 0Qf , . . Xv, ffvf i^v bis auf einen Proportio- 
nalitatsfactor; dabei wird sich zeigen^ dass die Lage der Pole 
gewissen Bescbrankungen unterliegt. 
Wendet man den Green'schen Satz 



//( 



U -ri U 



1^) rfo = 

on/ 



dn d 

auf eine beliebige eindeutige, endliche und stetige Losung u 
und die soeben definirte Green'sche Function G^ an, so er- 
giebt sich auf bekannte Weise: 



^ft J J dn ' 



und eine analoge Gleichung ftir den Fall der Ebene. Da 
nun diese Gleichung auch richtig bleiben muss, wenn man fQr 
u eine Normalfunction u^i setzt, wodurch das auf der rechten 
Seite stehende Integral verschwindet, so mussen die Rela- 
tionen bestehen: 
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(80) 






ebenso far die Ebene. Dies sind die in Aussicht genommenen 
Gleichungen, welche gestatten, die Constanten Uq. . . a^ bis auf 
einen gemeinsamen mllkUrlichen Factor durch die Werfhe der 
Normalfunctionen u^ ,.. Uv in den Polen miszudrucken, voraus- 
gesetzt naturlich^ dass die Determinante 



(81a) 



I 

'^v{xqj y^, ^o) • • • Wv(a;y-.i, • •) 

und die durch cyclische Vertauschung der Pole daraus ge- 
bildeten nicht sammtlieh verschwinden. WoUen wir insbe- 

sondere die Verhaltnisse 



a. 



a, 



— • • • 



wir voraussetzen, dass 

^lipii yi> ^i) • • • «*i(^y; Vv, ^v) 



— berecnneii, so miissen 



(81b) 



«*2(^i> yi> ^i) • • • ^iip^^f yyy ^'') ' > 



< 



iiv{x^y yi; ^l) • • • «*v(^v> Vv) ^v) 

ist; dies ist dieselbe Bedingung ffir die Lage der Pole^ welche 
sich im § 5 des II. Theiles (S. 65) als nothwendig erwies, um 
eine zu dem v-fachen ausgezeichneten Werthe Jc^ gehorende 
ausgezeichnete Losung aus ihren Werthen in den v Punkten 
^i, Vt, ^ij • • ' Xv) yvy ^v bestimmen zu konnen. In der That 
ist die Bedeutung der Bedingung hier ebendieselbe, wie da- 
mals, was sich sogleich zeigen wird. — 

Es seien jetzt unter Yoraussetzung der Ungleichung (81b) 

die Grossen — , ... — aus den v linearen Gleichungen (80) 

berechnet; setzt man noch a^ »» 1; was keine Beschrankung 
ist; so erhalt man die Losung der ersten Randtverthaufgabe in 
der Form: 
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«(^o; Voy ^o) = — «i^<^u Viy ^i) — o^u{x^, y^i ^s?) • • • 
(82) 



— ayu{xr, yvy ^r) — i^ J J u -^ doy 



und analog fdr ebene Bereiehe. Man sieht, dass die Function 
u in einem beliebigen Punkte x^j y^y z^ bestimmt ist durch 
ihre Werthe an der Begrenzung des Bereiches und dujenigen in 
V festen PunJcten im Innern, namlich in den Unstetigkeits- 
punkten, welche der Function Gv noch ausser Xq, y^, Zq bei- 
gelegt worden sind. Die Coefficienten a^, mit welchen die 
Werthe von u in jenen v Punkten multiplicirt erscheinen, sind 
gemass ibrer Berechnung aus den v Gleichungen (80) lineare 

Functionen von w^Ca^o, y^y z^), ^%{^qj Vqj ^o)> • • • ^^•'(^o; Voj ^o)- 
Wenn mit -4^, -42, . . . -4y neue Grossen bezeichnet werden, 
welche lineare Functionen der Werthe w(a?i, yi , i^i) . . . w(a;y, yv^Zt) 
sind und ausserdem die Constanten u^{oi)i, Vu ^i)t • - - 
i'^fiip^vf y», Zv) (wobei ft = 1, 2 ... V ist) enthalten, also bet 
Aenderung des Puhktes x^y y^^ Zq Constanten sindy so erhalt 
man demnach fdr u{xQy yQy Zq) die zweite Formel: 

(83) w(aro, yo» ^o) = A««j(a;o, ^o; ^o) + ^2^2(i^o? Vo^ ^o) 

H 1- AvU,{xQy yo7 ^o) - 4;^ J J «* a"^ do. 

Jetzt erscheint der Werth der Function u in einem beliebigen 
Punkte Xq, yQy Zq des Bereiches ausgedruckt durch die Rand- 
werthe von u und durch die fur densdben Punkt genommenen 
Werthe der zum gegebenen Jc^ gehorigen Normalfunctionen, 
Es tritt daher klar hervor, dass derjenige Bestandtheil von u, 
welcher zu dem Oberflachenintegral hinzukommt und nicht 
durch dieRandwerthe w, sondem durch die Werthe von u in 
den Polen x^^, y^y z^y ., .Xv, y^, Zy gegeben ist, eine au^gezeich- 
nete Losung fiir den gegebenen Bereich ist; dass eine solche 
bei den gegebenen Randwerthen von u noch unbestimmt 
bleiben musste, war ja von vornherein bekannt. Die obige 
Bemerkung fiber die Beschrankung, welcher die Lage der 
Pole unterliegen muss^ hat damit auch ihre Erklarung ge- 
funden; wegen der physikalischenBedeutung dieser Bedingung 
im Falle v = 2 vergleiche man S. 65 und 66. — 
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Dass es die oben definirie Function Gy wirklich gkhtj ist 
fur beliebig begrenzte elene Bereiche dadurch plausibel, dass 
eine in einen festen Rahmen gespannte Membran durch solche, 
in inneren Punkten x^^^ yoy^^Mf V/*" augi^eifende periodische 
Erafte^ welche bei den Eigenschwingungen der Membran 
Yon gleicher Periode zusammengenommen im Mittel (d. h. 
wahrend einer Periode) keine Arbeit leisten, in erzwungene 
Schwingungen von endlicher Amplitude versetzt werden wird. 
Damit aber die ausseren Erafte bei jeder Eigenschwingung 
Yon der gegebenen Schwingungsdauer keine Arbeit leisten, 
miissen im Palle, wo ](? ein v-facher ausgezeichneter Werth 
ist, in mindestens v + 1 Punkten Xq, Pq, ... a?,, tfr solche 
Erafte angenommen und ihre Intensitdten, welche ja mit den 
Coefficienten a^^ ... ay der unendlich gross werdenden Glieder 
der Entwickelung von Gr proportional sind, so gewahlt wer- 
den, dass die AusdrUcke 

«o«*i(^o> Vo) + »iWi(a:i, yi) H f- avU^(xvy yv), 

«o«*v(a?o, yo) + «iWy(a?i, j/i) H 1- ayUr(Xy, yr) 

verschtvinden', dieser giebt sich leicht auf Grnnd einer ganz ahn- 
lichen Betrachtung, wie wir sie oben (S. 292 — 93) zur Ableitung 
der Bedingungen fQr die Randwerthe u angestellt haben. Das 
Yerschwinden der Yorstehenden Ausdrucke ist aber gerade 
in den Gleichungen (80), welche die Constanten a^, . . . a^ der 
Function G^ definirten, ausgesprochen. Nur wenn die Punkte 
^0) Voy'^v, yv, in denen die Erafte angreifeu, ganz specielle 
Lagen haben (fur welche die 8ammtlichenDeterminanten(81b) 

verschwinden, und somit die Constanten a^ die Form -^ an- 

nehmen), z. B. wenn sie bei alien Eigenschwingungen von 
der durch k^ gegebenen Periode in Ruhe bleiben, konnen die 
lotensitaten der Erafte beliebig sein. 

Da Erafte, welche den erwahnten Bedingungen unter- 
liegen, eine etwa vorhandene Eigenschwingung nicht beein- 
flussen, so kann in der Schwingungsart, welcher die Function 
Gy entspricht, eine beliebige Eigenschwingung enthalten sein; 
in der Function Gy bldbt also ein lineares Aggregat der Normal- 
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fundionen u^. . .u^ mit beliebigen constantm Coefficienten un- 
bestimmty was tlbrigens auch aus ibrer inathematischen 
Definition hervorgeht. Diese Unbestimmtheit von Gy hat 
aber auf die mittelst dieser Function gebildete Losung (82) 
oder (83) der Randwerthaufgabe keinen Einfluss, Weil ja die 
Kandwerthe u nach der Yoraussetzung den Bedingungen 

J dn J on J on 

geniigen; und somit die unbestimmten Glieder von Gr zum 

u -r,— ds keinen Beitrag liefern. Dasselbe 

gilt natiirlich fiir raumliche Bereiche. 

Dass endlich die Function u(Xq, y^) durch ihre Rand- 
werthe nur bis auf eine allgemeine ausgezeichnete Losung 
bestimmt ist, ergiebt sich bei dem physikalischen Beispiel 
der durch Bewegung der Randpunkte in Schwingung ver- 
setzten Membran daraus^ dass die am Rande wirkenden 
Krafte, wenn liberhaupt eine endliche Schwingung resultiren 
soil, die Eigenschwingungen nicht heeinflmsen diirfen (ent- 
sprechend den Bedingungen (79)), was zur Folge hat, dass 
die durch u^,...ity {multiplidrt mit trigonometrischen Fundionen 
der Zeit) dargestellten Eigenschwingungen mit beliebigen Am- 
plituden und Phasen neben der erBwungenen Schwingung be- 
stehen konnen. 

II. Zweite Randwerthaufgabe. 

Sine} Ui,...ti^,...ny ein System von der Randbedingung 

d u 

—^ ass geniigenden Normalfunctionen des betrachteten Be- 

reiches, so folgt aus dem Green'schen Satze, dass die Rand- 

werthe o— f^r lede innerhalb des Bereiches endliche und 

on "* 

stetige Losung von Ati + A;*w = die v Relationen erfuUen: 

(84) / / w^< o^ do = bezw. / t^^ x— ds = 0, (ft=l, 2...'i/); 

soil also eine den Stetigheitsbedingungen geniigende Losung der 
zweiten JRandwerthaufgabe mbglich sein, so miissen fur die vor- 



LdsuDg der Randwerthanfgaben. § 4. 299 

gegebenen Werthe -^ jedenfalls die vorstehenden GlekJiimgen 

gelten, 

Diese Bedingungen haben beim Problem der durch 
periodische Bewegungen der Wandelemente erzwungenen 
Schwingungen in einem geschlossenen Luftraume (welches 
ja auf die zweite Randwerthaufgabe fuhrt) wieder die Be- 
deutung, dass die von den ausseren Kraften, welche jene 
Bewegung der Wand hervorbringen, bei den Eigenschwing- 
ungen der Luftmasse wahrend der Dauer einer Schwingung 
geleistete Arbeit gleich Null sein muss. Es ist namlich, wenn 

wieder w = w' + ^f ^h'^h gesetzt und dementsprechend das 
Geschwindigkeitspotential der Schwingung durch 

V 
2 JT / , ,/\ ■ ^V.7 A alt 



U=u' cos -y (^ — t') + ^* AhUh cos ^ (^ — h) 

1 

dargestellt wird, — «— cos 2jc — y~ ^i® ^^^^ Innen gerich- 

tete Geschwindigkeitscomponente des Wandelementes, und 

1 
die an demselben vorhandene Verdichtung, also ergiebt sich 
die wahrend des Zeitelementes dt geleistete Arbeit: 

Sdt lJLdt\sm^{t- 1') cos ^ (< - n fju' ^ do 

+ 2^A sin ^(^— fe) <^os'^(t—t')J J wa ^ doj , 
und hieraus ist leicht ersichtlicb, dass fiir das Verschwinden von 

T 

I Sdt in der That die v Bedingungen / / % ^ rfo = 



nothwendig sind. Sind diese Bedingungen erfiillt, so folgt 
wieder, dass die Eigenschwingungen durch die erzwungene 
Bewegung der Wand Uberhaupt gar nicht beeinflusst wer- 
den. — Bei ebenen Be'reichen konnen zu einer analogen 
Deutung der Bedingungen (84) ausser den erzwungenen 
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Schwingungen einer geschlossenen Lnftplatte auch die nn- 
endlich kleinen Schwingungen einer schweren FlOssigkeit in 
einem cylindrischen Gefasse, welche durch gegebene transver- 
sale Schwingungen der Wand erregt werden^ herangezogen 
werden. 

Ein specieller Fall der Bedingungen (84) ist die bei 
der zweiten Randwerthaufgabe in der Potentialtheorie auf- 

tretende, bereits S. 253 erwahnte Relation / / -^do=0, 

welche ja bekanntlich bei den Anwendungen der Potential- 
theorie auf Problerae der Hydrodynamik, Warme- und Elek- 
tricitatsleitung die einfache Bedeutung besitzt^. dass in den 
betrachteten geschlossenen Raum eben so viel Fliissigkeit^ 
Warme oder Elektricitat einstromt, wie ausstromt. Bei der 

dV 
Grenzbedingung o— = ist in der That V^ = Const. (= C) 

eine zu dem einfachen ausgezeichneten Werthe k^ = ge- 
horige L&sung unserer Dififerentialgleichung; die Relationen 
(84) gehen also fiber in 

CdV 
Analog verhalt es sich natfirlich mit der Bedingung I « — rfs=0 

ffir logarithmische Potentiale; dieselbe folgt hier ubrigens 
mathematisch anch darauS; dass V der reelle Theil einer Func- 

dV dW 
tion complexen Argumentes V-^iW^ also ^— = ^-- ist, und 

dass wegen der Eindeutigkeit von W (bezw. der Stetigkeit 



von 



F) nothwendig / -g— rfs = ist. 



Sind nun die Gleichungen (84) erfiillt, so gelangen wir 
zur Losung des vorliegenden Problems mit Hfilfe einer 
Function fr, welche wir folgendermassen definiren: 

Die Function royo*o,a.,y,.„...a.,y^.^ J ^z,y,,..z^y jj 

xy$ xy ' 

wir dbgekurzt mit Ty bezeichnen, ist eine Losung der Biffe- 
rentialgleichung Au -{- k^u = 0, welche in den v + 1 Punkten 
{Polen) Xq, yQf (iSq), ,..Xv, yv, (iSy) unendlich gross wird une 
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Qq — —-^y . . • a, — — -^ beew. — ffol^o(*0> • • • — ctvY^Qcr^), 

welche sonst im betrachteten Bereiche endlich und stetig ist und 
langs dessen ganger Begrenzung einen verschmndenden Differen- 

iialquotienten -^ nach der Normale hesitzt Die Coefficienten 

Uq,.,, ttv miissen den' v linearen Gleichungen 

^oW/u(:ro, Vqj 0o) + a^u^{xi, y^, 0^) -] 1- ayU^{x^, y^, 0^) = 

(fi = l, 2, ... v) 

genUgeny deren erste Unterdeterminanten nicht sdmmtlich ver- 
schtmnden diirfen. 

Durch diese Eigenschaften ist die Function fy bis auf 
einen Ansdruck hiU^ -{- b^v^ 'h ' ' ' 'h ^^th (mit willkiirlichen 
Coefficienten b) bestimmt, welcher aber (wie zu erwarten 
ist nnd weiter unten noch gezeigt wird) bei der L5sung der 
zweiten Randwerthaufgabe nicht in Betracht kommt in Folge 

der Relationen / f Uf^w- do = oder / w^ ^ ds = 0, 

welchen die gegebenen Werthe ^ nachVoraussetzung geniigen. 

So war auch die zweite Green'sche Function f der Potential' 
theoriCy wie wir in § 2^ b dieses Theiles sahen, durch die Angabe 

ihrer zwei Pole und das Verschwinden von ^- nur bis auf eine 

on 

willkiirliche additive Constante bestimmt^ welche aber bei Bil- 
dung des Integrals / / f o— do in Folge der Bedingung 



// 



do «= fortfiel. — 



d n 
Zur Begrtodung der Einfiihrung der Function r'j^l'''' ""^^^'^ 

sind ganz ahnliche physikalische Betrachtungen anzuwenden, 
wie sie unter I. angestellt wurden, um die Existenz der 
(i;4-l)-fach polaren Function G^ plausibel zu machen; nur 
ist jetzt statt der Membran^ auf welche in den Polen Krafte 
wirkten, eine von einer starren Flache eingeschlossene haft- 
masse zu betrachten^ welche durch in den Polen von fy be- 
findliche Schallquellen in Schwingungen versetzt wird. Die 



(85) 
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Intensitaten der Schallquellen sind entsprechend den Rela- 
tionen fiir die a^ wieder so beschaffen zu wahlen^ dass die 
durch ti^y ... Ut gegebenen Eigenschwingungen nicht yer- 
starkt werden. 

Die Losung der zweiten Randwerthaufgabe ergiebt sich jetzt, 
wenn wieder a^ = 1 gesetzt wird, mittelst der Function f,. 
in der Form: 

— a,u{xy, y„ 0r) + liJJ r. ^ do 

= ^1^1 (a^o, yo> ^0) + ^2«2(^o> Vof ^0) • • • 

+ A,Ur{x^, j/oi ^0) + i^JJ r. IJ do, 

und analog fiir ebene Bereiche. Aus dieser Darstellung ist 
ersichtlich, dass die Function u durch gegebene Randwerthe 

von o— nur bis auf Glieder bestinimt wird, welche eine all- 

on ' 

gemeine axisgeeeichnete Losung von Aw + h^u = fiir den 

gegebenen Bereich (bei der Grenzbedingung ^ = 0) bilden 

und ihrerseits erst d^rch die Werthe von u in den Potest 
^1) Vi} ^i,'"OCv, Vvj ^v der (v + l)-fach polaren Green'schen 
Function, oder, da ja die Pole x^y y^, ^v" ' ^r» V^} ^v, abge- 
sehen von der oben unter I. erwahnten Beschrankung, ganz 
beliebig gewahlt werden konnen, iiberhaupt durch die Werthe 
von u in V beliebigen Punkten des Bereiches gegeben sind. 
Physikalisch hat dies bei den Luftschwingungen die Bedeu- 
tung, dass sich den durch periodische Bewegung der ein- 
schliessenden Flache erregten Schwingungen beliebige freie 
Schwingungen gleicher Periode, — falls es, wie jetzt vor- 
ausgesetzt, solche giebt — , uberlagern konnen. 

Im Falle v = l, d. h. wenn h^ ein einfacher ausgezeich- 
neter Werth ist, ergiebt sich 
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Diesem Falle ordnet sich, wie wir schon andeuteten, ins- 
besondere die Function f der Potentialtheorie (cf. § 2, b dieses 

Theiles) unter; fQr die Grenzbedingung «— = ist namlich 

]c^ = ein einfacher attsgemchneier Werth, da es fur ihn die 
ausgezekhnete Losung m^ = F= Const giebt Es ist dann also 

*'i(^o> Vdi ^o) '^ %(^u Vi) ^i) ^^^ ™^^ kommt auf die in 
§ 2 angegebene Darstellung zuriick: 

H^of Vw ^o) = yiPv Vv ^i) + ^JJ "^ IJ ^^• 

III. Dritte Bandwerthaufgabe. 

Dieselbe hat nieines Wissens nur bei der Erkaltung 
eines leitenden Korpers in einer Umgebung von ungleich- 
formig vertheilter Temperatur eine ungezwungene physikali- 
sche Bedeutnng (vergl. § 1 dieses Theiles); bei diesem 
Problem lassen sich aber die Green'schen Functionen nicht 
so anschaulich deuten, dass man ihre Existenz dadurch anch 
nur plausibel machen kounte. Wir wollen daher auf die 
physikalische Interpretation der hier vorliegenden Verhalt- 
nisse nicht naher eingehen^ sondern uns ausschliesslich auf 
die Andeutung des zur Losung der Aufgabe einzuschlagen- 
den Weges beschranken. Doch sei bemerkt, dass man zur 
BegrGndung der Existenz der hier einzufiihrenden (y + l)-fach 
polaren Green'schen Function ®v (und zur Erklarung der 
von den gegebenen Randwerthen unabhangigen Glieder der 
definitiven Losung) fiir zweidimensionale Gebiete dieselben 
Betrachtungen in Bezug auf eine Membran mit nachgiebigem 
Rande (in dem frtiher erlauterten Sinne) anfiihren kann, 
welche in L fiir eine Membran mit festem Rande angestellt 
wurden, und dass hiernach die Existenz der entsprechenden 
Function @y auch fiir beliebige raumliche Bereiche in ge- 
wissem Grade wahrscheinlich gemacht wird. — Wir sagen 
jetzt der Reihe nach: 

1) Die gegebenen Randwerthe hu-\-^ mQssen im Falle, 
wo k^ ein v-facher ausgezeichneter Werth ist, also v von 
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du 
einander unabhaDgige, der GrenzbedinguDg Au^ + y-^ = 

genttgende NormalfuDctioDen tij, . . . t/^, . . . ti^ existiren^ die 
Relatione!! 

(86) ff{f^^+^^M^o = hezw. f [hu +^u^ds = 

erFQllei!, damit Qberhaupt eine zugehorige, im ganzen Be- 
reiche endliche und stetige Losung u moglich ist. 

2) Wir definire!! eine dritte (v+l)-fach polare Green- 

sche Function 0, = ®'-^-'-'-'''''^'^ bezw. ©^J'-- •'•'S''' durch 

folgende Eigenscbaften: 

Die Function @v erfuUt die partielle Differentialgleichung 
Aw + A^M = 0, ist im ganzen Bereiche endlich und stetig 
mit Ausnahme der Punkte Xq, y^, Zq, . . . Xv, y^, Zt bezw. 
^o> J/o; • • • ^»'> y^y ^^ ^^ unendlich gross wird uuie 

COS lev COS fCT^ 

ao-—r-%. ..«.-— — bezw. — Oo^^ol^O; •••—«»' ^oC*^^)* 



U r^ 



und genUgt an der Begrenzung iibetall der Bedingung 

h@t, + -^ = 0. Die Coeffidenten a^, ^i, . . . a^ werden durch 

dieselben v linearen Gleichangen (80) bestiwmt, wie bei den 
FuncUonen G^ und f^, nur mit dem Unterschiede, doss darin 
jetzt Ui . . . Uy die Normalfunctionen fur die Grenzbedingung 

A^ + «— = sind. 

' on 

Die Function ®y ist durch yorstebende Definition natiir- 
lich nur bis auf ein lineares Aggregat der Normalfunctionen 
bestimmt^ was aber auf das Integral 

ff®r{hu + ^£)do Oder yji- -^ (^ + 1^) rf, 

(sowie das analoge Randintegral im Falle der Ebene) ohne 

Einfluss ist, sofern die Werthe hu -]- ^ den Bedingungen 

(86) geniigen. 

3) Letzteres vorausgesetzt, ergiebt sich folgende Losung 
der dritten Bandwerthaufgabe: 



(87) 



+ hjn 
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Oder = A^Ui (x^, y^, ,9^) H '+ A,Uy{xQ, y^, z^ 

worin man das Oberflachenintegral auch durch 

ersetzen kann. Fiir ebene Bereiche sind an den Formeln 
(87) die bekannten Modificationen anzubringen. — 

Es sei noch einmal daran erinnert, da^ im Falle eines 
negativen h der Grmzbedingung auch ein negatives k^ ein 
atAsgezeichneter Werth sein, and somit dann auch bei der 
Integration der Dififerentialgleichung Aw — k'^u = die Ein- 
fiihrung der Punctionen ®y mit mehreren Unendlichkeits- 
stellen nothwendig werden kann. — 

Hinsichtlicli der Uebertragung der in diesem Abschnitte b) 
angedeuteten Methode zur L5sung der Randwerthaufgaben auf 
den Fall der allgemeineren Differentialgleichung A w + ^^f' «* = 0, 
insbesondere also auf die Integration fiir Stiieke krummer 
Flachen, gilt dasselbe, was am Schlusse des Abscbnittes a) 
bemerkt wurde. 

Schliesslich ist nochzu erwahnen^ dass bisher noch fiir 
keinen ganz im Endlichen liegenden Bereich eine der Green- 
schen Functionen Gy T, & wirklich aufgestellt worden ist. 

c. Unbestimmtheii der Bcmdwerthaufgdben fiir Gebietey die sich 

ifCs Unendliche erstrecken. 

Die Uebertragung der vorhergehenden Behandlung der 
Randwerthaufgaben auf.Gebiete^ die sich in's Unendliche 
erstrecken, unterliegt erheblichen Bedenken, da die zur Be- 
griindung unserer Entwickelungen stets benutzten physikali- 
schen Erwagungen hier yersagen; denn beispielsweise hat 
man es bei den Luftschwingungen in unendlich ausgedehnten 
Raumen in Wirklichkeit nie mit stehenden Wellen zu thun. — 

PockelB, DifFerentialgleichang. 20 
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Es ist fiir diese Gebiete jedenfalls noch eine besondere 
Untersnchung nothwendig; und im Folgenden will ich nur 
das erortern, was mir iiber die hier vorliegenden Verhalt- 
nisse ohne Weiteres angebbar zu sein scheint. — 

Zunachst ist zu sagen, dass^ selbst wenn man die Exi- 
stenz der Green'schen Fanctionen fQr unendlich ausgedehnte 
Gebiete als sieher annehmen konnte ( — etwa auf Grund 
der Analogie mit dem Halbraum — ), die Losung der Band- 
werthaufgaben mittelst der Green'schen Functionen^ falls 
A* > ist, vollig unbestimmt wClrde; denn fiir solche Ge- 
biete ist (nach bekannten Beispielen zu schliessen) jedes 
positive Jc^ ein unendlich vklfacher ausgezeiebneter Werth. Man 
kann sich auch leicht Uberzeugeo^ dass der Green'sche Satz 

kein bestimmtes Besultat liefert, wenn man ihn fiir zwei 

Particularlosungen u = , u «» , unter Va, r^ die 

Entfernungen von zwei festen Punkten verstanden, auf einen 

zum Theil unbegrenzten Raum anwendet*). Schliesst man 

namlidi, entsprechend dem in der Potentialtheorie ange- 

wandten Verfahren, den Raum im Unendlichen durch eine 

Kugelflache mit unendlich grossem Radius, so ist auf der 

letzteren 

du du du du' du" du" 

dn dr dr^ ' dn dr ^r^ 

zu setzen, also 

_. du" _„du' COB Af^ Tcr^ sin Tcr^ + cos hr^ 
dn dn rj ra^ 



COB kr^ kTf^ sin kr^^ + cos kr^^ 



^a V 



'*) Die folgende Betrachtung ist Hhnlich einer von H. v. HelmhoUz 
in der oft erwUbnten Arbeit gegebenen; ich babe die letztere hier aber 
insofern modificirt, dass die LOsungen von Au -|- k^u »= 0, nicht die 
noch von der Zeit abh3,ngigen Geschwindigkeitspotentiale selbst be- 
trachtet werden. 



der Ausdruck 
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Hier ist nun r^ — r^ gegen Ta und r^ unendlich klein^ namlich 
gleich der endlicben Grosse ra^coso, wenn man mit Tab 
den Abstand der Punkte a und b von einander und mit o 
den Winkel zwischen ihrer VerbindungsHnie Tat und dem 
Radiusyector r der unendlicb grossen Kugel bezeichnet. Be- 
rHcksicbtigt man dies, so ergiebt sich fur den Uber die 
letztere zu erstreckenden Theil des Integrales 

%• / / sin (kfab cos co) sin (X)dod(p. 

Man sieht nun, dass derselbe im AUgemeinen nur dann 
« ist, wenn die Integration fiber die voUe Eugelflache, 
d. h. in Bezug auf o yon bis tc und in Bezug auf q) yon 
bis 27C ausgedehnt wird*), also wenn die gansie unendlich 
grosse Eugelflache als Begrenzung des betrachteten Raumes 
einzufUbren ist. Demuach giebt nur bei Raumen, derm Be- 
grenzungsfldchen gam im Endlichen liegen, das dber die ab- 
schliessende unendlich grosse Kugel genommene Integral 

keinen Beitrag zu I j \^' -^ ^" ^) do, und ist nur fur 

solche Bdume der Green'sche Satz auf zwei Particularlosungen 

der betrachteten Art anwendbar, — 

TTT . 1 iH /coBA;r coBA;r.\ 
Was wir hier ftir die letzteren ( und 1 

gezeigt haben, gilt zunachst ebenso, wenn in einer oder in 
beiden der Cosinus durch den Sinus ersetzt wird, sodann 
aber auch fQr irgend zwei Functionen u, die sich aus 
solchen Particularlosungen durch Summation oder Integration 
zusainmensetzen lassen; es muss dabei jedoch yorausgesetzt 
werden, dass die Punkte, auf welche sich die eiuzelnen 
Particularlosungen beziehen, d.h. in welchen sich letztere wie 

*) In anderen F&Uen kann das obige Integral iiir besondere Lagen 
der Punkte a and b yerschwinden; beispielsweise tritt dies ein, wenn 
die sich in^s Unendliche erstreckenden Begrenzungsfl&chen in Bezng 
anf eine Ebene symmetrisch sind, und die VerbindungsHnie r^^ zu 
dieser Ebene senkrecht steht. 

20* 
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Oder — ; — verbal ten ^ alle im Endlichen liegen, da 

man andernfalls iXber das Verhalten der Function u im Un- 
endlichen gar nicbts Allgemeines angeben kann. — Ins- 
besondere ist also die Anwendung der friiher zur Losang der 
Randwertbaufgaben aufgesitellten Formeln^ wenn sie iiber- 
haupt nocb stattbaft ist^ auf solche sieb in\s Unendlicbe 
erstreckende Raume bescbrankt^ deren Begrenzungsflacben 
im Endlichen geschiossen sindy wobei dann aber aucb die 
oben erwabnte Unbestimmtbeit der Losung eintritt. Femer 
gilt z. B. der fdr die Tbeorie der Luftscbwingungen wicbtige 
Reciprocitdtssaiz der Function f nur fiir Raume der eben 
bezeicbneten Art. — Soil der Green'scbe Satz fur beliebige 
unendlicb ausgedebnte Raume auf zwei Functionen u\ u" 

anwendbar sein, so mtissen u -t^— und w" -o— im Unend- 

' or or 

licben von boberer als der 2*®'' Ordnung unendlicb klein 

werden. 

Ganz entsprecbend liegen die Yerbaltnisse bei ^befmn Be- 

reicben *, die obige Entwickelung ist auf dieselben ubertragbar^ 

• 1 • i_ TT" /7 \ • TT ji»i-_. T-»»ij. • ^ COS K r -4- u Sin K r 
well sicb Y^ykr) im Unendlicben verhalt wie L= 

(vergl III, § 2). 

Fur den Hdlbraum kann man Functionen 6r*°^°''* und 

xyz 

r^^"*% welcbe den im Abscbnitte a) dieses Paragrapben 

gegebenen Definitionen entsprecben, obne Weiteres angeben^ 
namlicb 

QXoVoZo _^ COsJfcTp COS fcro' pa-oyo«o ^^ ^^J^3 I ^^^ ^^0 

xyz f r' ^ xyz rn "■ 



'0 ' '0 



r' 



wenn r^y r^ die Abstande des Punktes x, y, vom Punkte 
^o> Vo) ^0 ^^^ ^^^ dessen Spiegelpunkte in Bezug aui? die 
begrenzende Ebene bezeicbnen*). Obwobl nun der Green'sche 

*) In der Potentialtheorie lassen sich bekanntlich in analoger 
Weise durch EinMhrung ^sph&riscber Bildpnnkte" die Green'schen 
Functionen G und f fur die Kugel herstellen; diese Uebertragnng ist 
in der Tbeorie der Differentialgleicbnng Au-^-k'u^^^O nicht mdglioh, 
da nach den Entwickelungen in III, § 2 die Inversion auf die Fudc- 
tionen u nicbt anwendbar ist. 
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Satz auf den Halbraum nach dem oben Gesagten nicht an- 
wendbar ist, so stellen die Formeln 

, 1 r r du COB hTf. , 

welche nach Analogie yon (76) und (77) gebildet sind, und 
in denen r^ ss r^ die Entfernung eines Elementes do der 
Grenzebene vom Argumentpunkte x^j y^, 0q bedeutet; den- 
noch Functionen (eigentlich nur Functionszweige) dar, welche 
selbst, bezw. deren Differentialquotienten nach der Normale 

an der Grenzebene die yorgeschriebenen Werthe u bezw. ^ 

besitzen. Dies ergiebt sich aus den in lU^ § 5 abgeleiteten 
Relationen ftSr eine eiufache bezw. Doppelbelegung einer 
Flache mit Erregungspankten. Der oben mit Un bezeichnete 

Ausdruck ist namlich das ;,6eschwindigkeitspotential'' einer 

1 3 s 

die Grenzebene mit der „Dichte" - — ^- bedeckenden Schicht 

" 2 7C on 

yon einfachen Erregungspunkten , es ist also geniass der 

Relation (74') 

ldu\ (du\ J. cxdu 

\on/a \on/i on 

Nun ist hier, weil die belegte Flache eine Ebene ist^ in Folge 
der Symmetrie l^j = — \j~).9 folglich (o— J., das ist der 

Werth von k— unendlich nahe an der Grenzebene auf der 

on 

dem betrachteten Halbraume angehoreuden Seite derselben^ 

in der That gleich dem gegebenen Werthe «-• Ganz ahn- 

lich ergiebt sich aus der Unstetigkeit eines Geschwindig- . 
keitspotentials u an einer mit ^^Doppelquellen*' belegten 
Flache^ wie es fur Ui die den Halbraum begrenzende Ebene 
ist, dass Ui bei Annaherung an die letztere in die gegebenen 
Werthe u tibergeht. — 

Die so gewonnencn Ausdrficke Ui und Uu sind aber 
nicht die einzigen Losungen der ersten und zweiten Rand- 
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werthaufgabe fdr den Halbraam; yielmehr kann man noch 
unendlich viele, an der Grenzebene den Bedingungen u «= 

oder ^ B=: geniigende Ldsungen^ die ebenfalls im gaDzen 

Halbraume endlich und stetig sind, zu ihnen hinzuaddiren. 

Uebrigens mfissten wohl die Werthe von u nnd ^ im Unend- 

licben; wenn man die Formeln fUr i(i und Uu gebraucben 
will, noch besonderen Beschrankungen unterworfen werden^ 
damit die Integrale Ui and Un endliche Werthe besitzen. — 

Die 0tveite Bandwerihaufgabe fiir den Halbraum liegt bei 
dem akustischen Problem der Aussendtmg von Luflschtvin" 
ffungen von einer transversal schwingenden unbegrenzten Ebene 
Yor; allerdings bat* man dabei insofern nicht die reine Band- 
werthaufgabe, als es sich um gleichmdssig fortschreitende 
Wellen handelt^ und man somit zwei yerschiedene L5sungen 

von Au + A;^M«=0, far welches-- an der Grenzebene die 
' ' on 

gegebenen Werthe hat; so bestimmen muss, dass sie mit 

t . t 

cos 27t'ji bezw. sin 2;r -^ multiplicirt und addirt eine gleich- 

massig fortschreitende Wellenbewegung darstellen. — In 
ahnlicher Weise kann als Beispiel fUr die zweite Bandwerth- 
anfgabe fUr andere sich in's Unendliche erstreckende Ge- 
biete die Aussendung von Schallschwingungen von beliebigen 
transversal schwingenden Flachen herangezogen werden. Die 
erwahnte grosse Unbestimmtheit der Aufgabe in diesen 
Fallen findet ihre physikalische Erklarung dann darin, dass 
ausser den von der Flache ausgesandten Wellen beliebige 
aus dem Unendlichen kommende Wellen ^ die an der Flache 
refkctiri worden sind, vorhanden sein k5nnen. 

d. Ersetzbarkeit heliebig vertheilter ErregungspunJcte durch 
eine OberflacJien' bezw. Bandbelegung. 

In unserem Excurs iiber Potentialtheorie in § 2 haben 
wir gesehen^ dass man mit Hiilfe der Green'schen Function G 
ein Potential von beliebigen innerhalb einer geschlossenen 
Flache befindlichen Massen fiir aussere Punkte durch das- 
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jenige einer geeigneten einfachen Massenbelegung jener Flache 
ersetzen kann^ und ebenso das Potential ausserer Massen auf 
Punkte innerhalb der geschlossenen Flache. 

In anahger Weise kann man das Geschwindigkeitspotential 
u heliebiger Erregung^inkte, die innerhalb einer geschlossenen 
Flache liegen, fUr den Aussenraum durch das von einer Be- 
legung jener Flache mit einfachen Erregungspunkten ausgehende 
GeschwindigTceitspotmtial ersetzen. 

Um diesen Satz zu beweiseii; wende man die Formel 



u 



(«o,yo,*o) = -^JJ^||'?'' 



auf den Baum innerhalb der geschlossenen Flache an^ indem 

COB ICT 

man ffir u die Particularlosung setzt, wo r die Ent- 

femung des Argumentpimktes von u yon einem festcD, ausser- 
halb der Flache liegenden Punkte x'j y\ / bezeichnet. Man 
kann dann u(Xq, y^^ 0q) auffassen als das Geschwindigkeits- 
potential eines in Xq, y^^ z^ befindlichen Erregungspunktes 
fiir den Punkt x\ y\ z'y der jetzt (nach Ausf&hrung der Inte- 
gration) als der variabele angesehen wird; dasselbe ist dar- 
gestellt durch das Oberflachenintegral 



_ 1 ffco^_pLa 
4,71 J J r dn ' 



welches als das Geschwindigkeitspotential einer Oberflachen- 
belegung von einfachen Erregungspunkten mit der yon der 

Lage des Punktes x\y\z' unabhangigen Dichte — -r ^^' - 

gedeutet werden kann. — Nachdem so die Ersetzbarkeit 
eines eimdnen Erregungspunktes durch eine einfache Be- 
legung einer ihn umschliessenden Oberflache erwiesen ist, 
folgt sie ohne Weiteres * auch filr die Geschwindigkeits- 
potentiale (im ausseren unendlichen Raum) beliebiger raum* 
lich yertheilter Schallquellen^ die innerhalb einer geschlossenen 
Flache liegen. 

Hatte man im Vorhergehenden statt G die gweite 
Green^sche Function benutzt, also den Green'schen Satz auf 
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die Particularlosung und die Function f^^***' angewendet, 

so ware man zu dem Resultate gelangt, dass ein einfacher 
Erregungspunkt binsichtlich seiner Wirkung auf Ponkte des 
Aussenraumes auch dutch eine Belegung einer ihn ein- 
schliessenden Flache mit Doppelqttellenj wie wir sie im 
III. Theile (§ 1 und 5) betrachtet habeu^ ersetzt werden 
kann; ein Resultat; welches sich wieder auf die Geschwindig- 
keitspotentiale beliebiger raumlicher Yertheilungen yon £r- 
regungspunkten, die ganz innerhalb der betrachteten Flache 
liegen^ tibertragi — Diese Satze gelten mit den bekannten 

Abanderungen (z. B. Ersetzung von durch YQ{]cr)) 

auch ftlr die Ebene. 

Aus dem Yorstehenden insgesammt folgt also, dass man 
rdumlich verfkeilte oder in Punkten concentrirte Schallquelleny 
die man mit einer leliebigen geschlossenen Flache oder Ourve 
umschliesstf bei Betrachtung der Losung u in dem die Erregungs- 
punkte nicht enthaltenden, atisseren Theile des Baumes oder der 
Ebene jederzeit ersetzen kann durch eine Belegung jener Flache 
oder Curve mit einfachen Quellen allein oder durch eine solche 
mit Doppdquellen allein, sofem man die Qreerischen Func- 
tionen G und f fUr den die wsprunglichen Erregungspunkte 
enthaltenden Bereich kennt. (Friiher, in § 5 des 111. Theiles, 
(S. 236); konnten wir nur behaupten^ dass eine Ersetzung 
durch eine einfache und eine Doppelbelegung zugleich mog- 
lich sei.) 

Der vorstehende Satz gilt auch noch fttr Losungen yon 
tiu -{-k^u = mit hoheren Unstetigkeiten, da letztere sue- 
cessiye durch Superposition niederer erzeugt werden konnen 
(vergl. Ill, § 1). Sein zweiter Theil, d. h. die Ersetzbarkeit 
beliebiger Unstetigkeitspunkte durch die Doppelbelegung einer 
sie umschliessenden Flache, hat hi der Akustik die wichtige 
phjsikalische Bedeutung, dass beliebige SchallqueUen hinsicht- 
lich ihrer Wirkimg nach Aussen stets durch geeignete trans- 
versale Schwingungen einer sie umschliessenden Flache ersetzt 
werden konnen. — Eine Bemerkung Ober die als Specialfall 
im Yorstehenden enthaltene Aequivalenz einer schmngendeti 



L(y8ang der Randwerthaufgaben. § 4. 313 

Kugdflache mit in ihrem Mittdpuhkte befincUichen vielfachen 
Schallquellen findet sich in Bayleigh's Theorie des Scfaalles 11^ 
p. 284. 

Die oben angegebene Ersetzung in eine geschlossene 
Flache eingescblossener Erregongspunkte durcb eine einfache 
oder Doppelbelegung jener Flacbe ftir den Raum ausserhalb 
der letzteren bedarf einer Erganzung in dem Falle, wo k^ 
ein (i/-facher) ausgeeeichneter Werth fOr den umschlossenen 
Raum ist. Denn in diesem Falle existirt die Function 
QPoVo'o t^2W. r*"'*'* nicht, und man muss statt derselben 

xyz xyt ' 

die (i/ + l)-fach polare Function G^ bezw. fy benutzen. Da- 
ber treten zu dem Oberflacbenintegral 

COB n!9* 

durcb welcbes oben dargestellt wurde, nocb v Glieder 

von der Form 

cos ftr,. 



U 



binzuy worin r^ den Abstand des Punktes x\ y\ z des Aussen- 
raumes vom „Pole" re,-, y,-, Zi der Green'scben Function Gy 
oder fv bezeicbnet; die Coustanten ai bestimmen sich durcb 
die Lage der Pole in der im Abscbnitte b) erorterten Weise. 
Eiu Erregungspunkt x^y y^y Zq ist also in diesem Falle nicht 
dutch eine Oberfldchenbelegung allein, sondem durch eine solche 
und V feste, innerhalb der Flache befindliche Erregungspunkte, 
deren Lage bis zu einem gewissen Grade willk^rlicb ge- 
wahlt werden kann, ersetzbar^ und dasselbe gilt fUr beliebige 
rdumliche Verthdlungen von Erregungspunkten innerhalb der 
gescblossenen Flacbe. 

Damit es moglich ware, eiuen Erregungspunkt beziig- 
licb seiner Wirkung im Innem einer gescblossenen Flacbe 
oder Gurye, die ibn nicht umschliesst^ durch eine einfache 
oder Doppelbelegung jener Flache oder Curve zu ersetzen, 
miisste man die Green'sche Function G oder f des aussereiJ, 
sich in's Unendliche erstreckenden Gebietes kennen; die An- 
wendung des Green'schen Satzes auf letzteres Gebiet^ die 
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nach dem auf S. 307 Gesagten fUr die hier in Betracht 
kommenden Functionen u zulassig ware, wtlrde dann die 
verlangte Darstellung liefern. Ob aber ftlr unendlich aus- 
gedehnte Gebiete die Green'schen Functionen uberhaupt exi- 
stiren, muss, wie wir schon zu Anfang von c. bemerkten, 
Yorlaufig dahingestellt bleiben. 

1st es nun aus diesem Grunde schon unsicher, ob sich das 
Geschwindigkeitspotential eines einzelnen, ausserhalb einer 
geschlossenen Flache liegenden Erregungspunktes filr das 
Innere der letzteren durch dasjenige einer Oberflachenbe- 
legung: 



// 



COS Jcr J 
6 — = — do 



ersetzen lasst, so kann man diese Ersetzbarkeit noch yiel 
weniger von einer beliebigen, innerhalb endlichen und 
stetigen Losung u behaupten. Denn auf eine solche beliebige 
Losung a kann man nicht einmal den Green'schen Satz fiir 
den Raum ausserhalb anwenden, da man gar nicht weiss^ 
wie sie sich im Uuendlichen yerhalt; in der That giebt es 
ja unendlich yiele L5sungen, welche auch im Unendlichen 
nicht unendlich klein werden, sondern dort alle moglichen 
Werthe annehmen; man denke nur beispielsweise an die 
Functionen^ welche man durch analytische Fortsetzimg der 
Normalfunctionen des Rechtecks bezw. rechtwinkligen Parallel- 
epipedons erhalt. Dagegen wurde jene Ersetzbarkeit durch' 
ein Oberflachenintegral zutrefifen fQr Functionen u von der 

Form I I I Q dv, falls q nur in einem endlichen Theile 

des Raumes ausserhalb von Null verschieden ist. — 

Man muss eben, da der unendlich feme Punkt ein hoherer 
singularer Punkt der Differentidlgleichung Aw + A;^w == ist, 
darauf verzichten, allgememe Satze in Bezug auf die Func- 
tionen u in unendlich ausgedehnten Gebieten aufzustellen; es 
bedflrfte in jedem Falle einer besonderen Untersuchung liber 
die Voraussetzungen, welche in Betrefif der Functionen u ge- 
macht werden mcissten. 

Nach dem soeben Gesagten sind die Satze Maihieu's, wo- 
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nach jede beliebige, innerhalb einer gescblossenen Flache 
bezw. Curve 8 endliche und stetige Losung von AM+i;^w=0 

in der Form / / 6 ^!, ^ <?q bezw. / 6TQ(kr)ds darstellbar 

ware*), in dieser allgemeinen Fassung sicher nicht ricbtig. 
Da diese Satze in Mathieu's kurzlich erscbienenes Lebr- 
buch der Potentialtheorie**) fibergegangen sind, so ist es 
vielleicht nicbt iiberflussig, auf die Fehler in der Begriindung, 
welche Mathieu fiir die fraglichen Satze giebt; aufmerksam 
za machen. 

Zunachst scbliesst Mathieu aus einer dem Diricblet'schen 
Princip analogen Betrachtung, abnlich wie jET. Weber, dass 
die erste Randwerthaufgabe fQr endiiche Bereiche und fur 
Functionen, die der Diflferentialgleichung Am — Jc'^u = 
(mit reellem Jc') geniigen, stets eine und nur eine Losung 
besitze, — ein Satz, den wir zwar nicht auf diesem Wege, 
aber durch physikalische Betrachtungen als richtig erkannt 
haben. Um nun eine beliebige, ausserbalb einer geschlossenen 
Flache endiiche und stetige Losung von Am — ft'*w = 
durch ein fiber die Flache erstrecktes Litegral 

cos Jcir 



SI' 



do 



darzustellen, soli man nach Mathieu zunachst eine endiiche 
und stetige Losung t^ fttr das Innere der Flache herstellen, 
welche auf mit der ausserhalb gegebenen Function u 
iibereinstimmt; dies ist auf Grund des vorhergehenden Satzes 
immer moglich. Die Anwendung des Green'schen Satzes auf 
den von um^chlossenen Raum ergiebt dann 

^ i* C(- ^ /co8 k'ir\ dui COS k'ir\ , 

^-JJV'd-n \-T-) - ^ -^-r ^' 

(0) 

falls der Punkt, von dem aus r gerechnet wird, ausserhalb 



*) E. Mathieu, Liouville's Journ. (2) XVII, 1872; p. 265. Statt Y^ 
benutzt Mathieu eine davon nicht wesentlich verschiedene Function, die 
er mit N bezeichnet. 

**) E, Mathieu, Theorie des Potentials. Deatsch von H. Maser. 
Berlin 1890. Gap. X. 
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liegt. Andererseits soil dann die Anwendung des Green' schen 
Satzes auf den Raum ausserhalb 0, den man sich dorch 
eine unendlich grosse Kugel abgeschlossen zu denken hatte, 
die Gleichung 

if* r ( - d /co8 k'ir\ du cos 1c%r\ , 

^^ J J V dn\ r / dn r J 

(0) 

liefem^ aus welcher man durch Subtraction der obigen mit 
Rficksicht darauf; dass u =^ u^ ist^ erhalt: 



u 



1 C Cl^^ ^**i\ COB fc'ir J 



dies ist aber die verlangte Darstellung durcb ein Oberflachen- 
integral. — 

Diese Herleitung Mathieu's ist unhaltbar, weil man, 
wie schon hervorgeboben wurde, den Green'scben Satz auf 
sicb in's Unendlicbe erstreckende Raume nicht fiir beliebige 
Losungen u anwenden darf, sondern nur fiir solcbe, von 
denen man weiss, dass sie im Unendlichen nebst ihren ersten 
Ableitungen mindestens von der ersten Ordnung unendlich 
Jclein werden. Ueber die Function u macht nun Mathieu 
allerdings eine solche Yoraussetzung, womit indessen auch 
die Moglichkeit ausgescblossen ist^ die von ihm fur eine 
heliehige Losung aufgestellte Behauptung zu beweisen. Aber 

die von ihm benutzte Particularlosung gd^gt der 

erwahnten Bedingung keineswegs, sie wird vielmehr fiir 

r = CO unendlich gross wie ; Mathieu hatte statt der- 

selben nehmen miissen, dann ware sein Satz fur der 

r ' 

obigen Voraussetzung unterworfene Functioneu u richtig. — 

Der analoge Beweis Mathieu's fiir die Behauptung^ dass die 

allgemeinste innerhalb den Stetigkeitsbedingungen ge- 

niigende Losung von Am — k'^u == sich durch ein Integral 

cos Jc i^ 

6 — = — do darstellen lasse, ist aus ahnlichen Griinden 



(0) 
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COB 1c if" 

zu beanstanden: erstens miisste statt die Function 

'4^ ... ,.», ™.., ... „: .., .. .. 

die fur den Aussenraum aus den Werthen w^ = w auf 
construirte Hiilfsfunction m, im Unendlichen verhalt. 

Im § 12 des Gapitels tiber das „calorische Potential' 
sucht Mathieu des Ferneren zu beweisen^ dass es^ ausser fUr 
eine Reibe ausgezeicbneter Wertbe yon k^y ftir den Raum 
innerbalb einer gescblossenen Flache immer eine und 
nur eine Losung der Differentialgleicbung Am + ^^^ = 
mit reellem k giebt^ die den Stetigkeitsbedingungen gendgt 
und auf gegebene Wertbe u annimmt. Wenugleicb dieser 
Satz mit den von uns aus pbysikaliscben Erwagungen ge- 
zogenen ScblQssen im Einklange steht (cf. S. 241; 244), so 
ist der Matbieu'scbe Beweis docb unbaltbar, weil er auf der 
im Yorstebenden erwabnten unerlaubten Integraldarstellung 
und auf unbewiesenen Reibenentwickelungen willkiirUcber 
Functionen berubt. 

Weiter bebauptet nun Mathieu nocb, dass die allgemeinste 
Losung der Differentialgleicbung Am -j- i*M = in der 

Form f I ^ — = — do dargestellt werden konne ; biergegen 

ist einzuwenden, dass man, selbst wenn die zu Grunde 
gelegte Darstellung ffir die Losungen von Am — k'^u = 
ricbtig ware, darin docb nicbt obne Weiteres k' durcb ki 
ersetzen ddrfte. Wir baben oben geseben, dass vorstebende 
Bebauptung fQr unendlicb ausgedebnte Raume sicber unrichtig 
ist, und fUr gescblossene Gebiete wird sie es wabrscbeinlicb 
aucb sein, wenigstens feblt ftir sie aucb in diesem Falle 
nocb jede Begriindung. 

Der entsprecbende Satz fQr die Losungen der Diffe- 
rentialgleicbung Am -f- %^M "^ in der Ehene, welcben Mathieu 
obne Beweis aufstellt, ist nattirlicb ebensowenig baltbar; 
denn der unendlicb feme Punkt ist ja in der Ebene eben- 
sowobl, wie im Raume, ein boberer singularer Punkt der 
Differentialgleicbung. 



ain kr , 
zi — do 



cos kr J 
— = — do 
r 
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Was die Behauptung Mathieu's betriflft, dass man die 

Darstellungen / / <y ^^- do und / 6NdSj wo N eine mit 

YQ(kr) im Wesentlichen iibereinstimmende Function ist, 
in dem Palle, dass die Begrenzungsflache bezw. -Curve des 

Bereiches aus einem Stttcke besteht, durch 11^ — f 

und f 6Mds (worin M^^J^iJcr) ist) ersetzen konne, so ist 

mir kein Beweis derselben bekannt geworden. 

Schliesslich sei noch erwabnt^ dass sich Mathieu zur 
Begrdndung seiner Behauptung , dass man die allgemeinste 
innerhalb einer geschlossenen Flache endiiche und stetige 

Losung von Aw + ^^^ = in der Form I f ^ 

darstellen konne^ in seiner ersten Abhandlung liber diesen 
Gegeilstand (Liouv. Journ. (2) XVII, 1872; p. 265) einer Schluss- 
weise bediente, welcbe derjenigen nachgebildet ist, die Gauss 
zum Beweise des Satzes angewendet hat, dass man ein 
Potential mit auf einer Flache beliebig vorgeschriebenen 
Werthen jederzeit durch das Newtons'che Potential einer 
Massenbelegung jener Flache darstellen kann. Diese dem 
Dirichlet'schen Princip verwandte Schlussweise ist indessen 
auf Losungen von Aw + k^u = noch viel weniger an- 
wendbar, als auf Potentiale. — 

§ 5. Strenges Verfahren von Sohwarz zur L58iing der 

ersten Randwerthaufgabe fiir hinreiohend kleine Bereiohe; 

Anwendung der Combinationsmethode bei negativem k^. 

Das Approximations verfahren von H. A. Sohwarz y wel- 
ches, wie wir in II, § 10 erorterten, zur Bestimmung des 
kleinsten ausgezeichneten Werthes von k^ und der zuge- 
hbrigen Losung von Aw + k^f- w = (worin f eine durch- 
aus positive Function der Coordinaten ist, und k^f der Grosse 
p bei Schwarg entspricht) fttr ebene Bereiche dient, die von 
einer endlichen Anzahl von Stticken analytischer Linien 
begrenzt werden, kann auch zur Bestimmung einer ein- 
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deutigen, endlicheD; stetigen Losusg u am gegebenen Band- 
werthen U angewendet werden, wie H, A. Schwarz in der 
schoD citirten Abhandlung dargelegt hat. Zu diesem Zwecke 
muss man nur statt von der Function w^^ die willkiir- 
lich war und constant = 1 gesetzt wurde, von derjenigen 
• Losung Wq der Dififerentialgleichung Aw = ausgehen, welche 
(ausser den Stetigkeitseigenscbaften) die vorgeschriebenen Rand- 
werthe U besitet. Dass man fdr Bereiche der angegebenen 
Art immer eine und nur eine solche L5sung Uq bestimmen 
kann, ist durch die in § 2 dieses Theiles erwahnten Unter- 
suchungen von jET. A. Schwarz und C. Neumann erwiesen. Aus 
dieser Function Uq leitet man nun in derselben Weise, wie 
friiber w^^, . . . w;„ . . . aus Wq, namlicb mittelst der Formel (48) 
S. 163, eine unendb'che Reibe von Functionen Wj, ^2^ • • • ^n •• • 
ab, welcbe den Differentialgleicbungen 

A Wj + ^^f^Q = , A Wg + Jc^fui = 0, . . . A Wn + K^fun-i = 0, . . ., 

sowie den Stetigkeitsbedingungen genugen und langs des 
ganzen Bandes verschmnden. Bildet man nun die unend- 
licbe Reibe 

Wq + W, + «'2 H h «*n H 

und bezeicbnet, wenn dieselbe convergirt, ibre Summe mit 
Uj so folgt aus der Bildungsweise ibrer Glieder mittelst der 
Formel (48), dass 

^fJjc^f'U'GdUv 

ist, und somit (u — Uq) oder aucb u selbst der Differential- 
gleicbung 

genugt. Ferner besitzt u langs des Randes die vorgescbrie- 
benen Wertbe u = Uq, da das Doppelintegral daselbst ver- 
scbwindet. Demnacb stellt die unendlicbe Reibe 

«^o + ^1 H h «*» H J 

deren Glieder in der angegebenen Weise gebildet sind, sofem 
sie convergirt, die Losang der ersten Randwertbaufgabe dar, 
und es ist dann aus dem Herstellungsverfabren selbst er- 
sicbtlicb, dass es nur eine L5sung giebt. 



U Un. = 
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Es kommt also^ um zu erfahren, ob in einem gegebenen 
Falle das Schwarz'sche Losungsverfahren anwendbar ist^ 
darauf an, ein Merkmal fur die Convergent der obigen un- 
endlichen Eeihe zu besitzen. — H. A. Schwarz hat nun be- 
wiesen^ dass die Beihe unbedingt und gleichmdssig convergirt, 
wenn eine endliche und stetige Losung w der gegebenen Diffe- 
rentialgleichtmg existirt, welche im ganeen hehrachteten Bereiche, 
einschliesslich der B^renmng, nur positive, von verschiedene 
Werthe annimmt. Nun lasst sich aber zeigen^ dass es eine 
solche Losung w stets dann gieht, wenn die in II, § 10 ein- 
gefiihrte, fUr den Bereich charaJcteristische Constante c < 1 isL 

Haben namlich Wn und Wn die 1. e. erklarte Bedeutung, so 

w 
bleibt bei wachsendem n der Quotient , stets kleiner 

als eine endliche Grosse 0, und da lim ^ir = o ist, so 
lasst sich schliessen, dass die unendliche Beihe 

convergirt, wenn ^ < — ist. Falls nun c< 1 ist, so kann man 
demnach t = 1 setzen und erhalt durch die convergente Reihe 

^0 + **^i "f" • • • + *^« "f" ' • ■ 

eine Losung von Au -{- h^f'U = 0, welche den Stetigkeits- 
bedingungen geniigt, auf dem Rande den Werth Wq= -\- 1 
hat und auch im Innem des Bereiches nur positive Werthe 
besitzt; letzteres folgt aus der Integraldarstellung (48) in 
Verbindung mit der Voraussetzung, dass die Function h^f{x,y) 
{p bei Schwarz) nur positive Werthe annimmt. — Das 
Resultat ist also, dass die Schwar^sche Approximations- 
methode fur solche Bereiche und solche Werthe von h^ anwend- 
bar ist, bei welchen sich die Constante 

hleiner als Eins ergiebt. Dies bedeatet gemass dem in 
n, § 10 Gesagten nichts Anderes, als dass der Werth von 
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Tc^ hleiner sein muss^ als der kleinste ausgemchnete Werth fUr 
den gegebenen Bereich bei der Gfenzbedingung U =^0, 

Die bei dem CoDvergenzbeweise von Schwarg benutzte 
Yoraussetzang; dass es eiue endliche, stetige Losong u 
(oder w) gebe, welche innerhalb des betrachteten Bereiches 
und aaf seiner Begrenzung iiberall > ist, stimmt uberein 
mit derjenigen^ unter welcher Bianchi die Eindeutigkeit der 
ersten Randwerthaufgabe fur die von ihm betrachtete all- 
gemeinste partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 
Yom elliptischen Typus bewiesen.bat (cf. § 3 dieses Theiles). 
Andererseits hat Ficard (in der ebendaselbst besprochenen 
Abhandlung*)) als (hinreichende, nicht nothwendige) Bedin- 
gung fiir die Eindeutigkeit des Problems filr die speciellere 
Diflferentialgleichung Aw + A?/*»m = die Ungleichung 

angegeben^ welche fur zwei beliebig wahlbare^ endliche und 
stetige Punctionen B' und JB" im ganzen Bereiche bestehen 
muss. Nun hat Ficard im zweiten Theile jener Arbeit gezeigt, 
dass diese Ungleichung die andere c < 1 eur Folge hat, so 
dass also die Moglichkeit, zwei ihr geniigende Fundionen B\ B" 
m bestimmeny auch hinreichend ist, damit man das Schwar^sche 
Losungsverfahren anwenden kann. — Dies ergiebt sich folgen- 
dermassen. Zwischen den von Schwa/rg eingefiihrten Integralen 

r -r - rrr^^ + ^^^jojtZt/ 

Vn^m—Vm^n—JJ \^^ g^ + ^^ dy ) ^^^V 

bestehen die Relationen^*) 

Wn = Wn-h,h = Vn-h,h-\-l j 

wo h irgend eine ganze positive Zahl, die* < n ist, bezeich- 
net. Aus denselben ist ableitbar: 



*) Sur une classe d'^quations lin^aireB aux d^riv^es partielles da 
second ordre. Acta math. Xn. 1889. p. 323—338. 
*•) H, A, SchwarZy L c. p. 26, 26. 

Pock el 8, Differentialgleichung. 21 
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Wan -= I'fffwn'dxdy, 

also 

Zu dem Element dieses Doppelintegrales kann man jetzt den 
Ausdruck 



( 



^{B"Wn*) + ^(S'Wn^]dxdy 



hinzuftlgen, da das aus diesem Ausdrucke gebildete Doppel- 
integral durch partielle Integration in ein Randintegral tiber- 
geht, welches in Folge der Definition von Wn (wonach 
Wn =^ ist) verschwindet] B' und JB" bezeichuen darin zwei 
willkurliche Functionen, welche nur der Beschrankung unter- 
liegen, nebst ihren ersten Ableitungen eudlich und stetig zu 
sein. Das Element des Doppelintegrals, durch welches 
W^n—i — W^2n dargestellt wurde, wird dann die quadra- 
tische Form 

Dieselbe ist definity das Integral folglich sicher nicJit nega- 
tiVy wenn 

ist; konnen zwei Functionen B\ B'' so bestimmt werden, 
dass im ganzen Gebiete diese Ungleichung erfiillt ist^ so 
gilt demnach * 

and somit 

c «=» lim -^ ^ 1 . 

Nun kann c nicht = 1 sein, weil sonst, wie Schwarz ge- 
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zeigt hat; eine im Innern positive, am lUmde verschwindende 
Losung der Differentialgleichung . existiren wiirde^ was im 
Widerspruche stande zu der aas der Picard'8chen Ungleichung 
folgenden EindeutigJceit der Bandwerthaufgabe. Folglich ist 
c < 1 , w. z. b. w. — 

Ob nun das Picard' sche Kennzeichen fiir die Anwend- 
barkeit des Losungsverfahrens von Sohwara, namlich die 
Moglichkeit; zwei der angegebenen Ungleichung geniigende 
Functionen B\ jB" aufzufinden, praktisch brauchbarer ist, 
als die directe Auswertbung von c^ welcbe ja allerdings die 
Herstellung einer unendlichen Reihe von Functionen erfordert, 
lasst sich allgemein nicht sagen; in besonderen Fallen kann 
es immerhin wohl der Fall sein. 

Wir haben schon in § 3 dieses Theiles gesehen, dass 
in dem speciellen Falle /* = 1 die Picard'ache Ungleichung 
immer dann erfQllt ist, wenn der gegebene Bereich ganz 

innerhalb eines Parallelstreifens von der Breite -^r-, d. h. 

innerhalb eines Bereiches liegt, fiir welchen der kleinste 
ausgezeichnete Werth gleich dem gegebenen ]c^ ist. Dieses 
letztere Merkmal fiir die Anwendbarkeit des Schwar^'schen 
Losungsverfahrens ergiebt sich iibrigens auch fiir die all- 
gemeine Differentialgleichung Au -j- J^/'.m = direct aus 
dem Satze von Schwarjs iiber die stetige Verkleinerung von c 
bei stetiger Zusammenziehung der Begrenzung (cf. II, § 11). 
Denn wenn man weiss, dass das gegebene Ic^ der kleinste aus- 
gezeichnete Werth ist fiir einen Bereich, weleher den gegebenen 
gam in sich enthalt, und dass somit die Constante c des erste- 
ren Bereiches den Werth 1 hat, so folgt daraus nach dem 
erwahnten Satze, dass der gegebene Werth von Jc^ kl einer 
ist, als der kleinste ausgezeichnete Werth des gegebenen 
Bereiches, oder dass c fiir letzteren < 1, und somit das 
Verfahren convergent ist. — 

Die Methode von Schwarz ist also, allgemein zu reden, 
nur aiif hinreichend hleine Bereiche anwendbar*). Ihrer Aus- 

*) Unter dieser BeschrSjikang hat JPicard im Cap. II der schon 
erwS.lmten zweiten Arbeit auch die Integration der allgemeineren 

21* 



• 
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dehnuDg auf raumliche Gebiete wurde unter derselben Be- 
schrankung wohl nichts im Wege stehen, und vermuthlich 
wird sich aach die gweite und dritte Randwerthaufgabe auf 
analoge Weise behandeln lassen; es fehlen bierfiir nur bisber 
noch die nothigen Grundlagen in der Theorie des logarith- 
mischen Potentials. 

Im Falle eines negativen Werthes von K^, den wir wieder 
= — ¥^ setzen woUen, ist die Eindeutigkeit der ersten Rand- 
werthaufgabe far hdiehig grosse Bereiche von vornherein 
sicher; dementsprecbend ware zu erwarten, dass hier das 
Schwara'ache Losungsverfahren um so mehr zum Ziele fiihren 
miisste. AUein dasselbe kann in diesem Falle nicht un- 
mittelbar angewendet werden, weil es fur <ien Convergenz- 
beweis wesentlich ist, dass die Functionen, welche die Glieder 
der unendlichen Reihe bilden, im ganzen Bereiche positiv sind, 
was sich nur bei durchaus positiven Werthen von Jc^f(x, y) 
aus Formel (48) schliessen lasst. Picard hat daher im Falle 
h^ = — k'^ folgenden Weg eingeschlagen*): 

Man kann zunachst fUr hinreichend Jcldne Bereiche die 
Differentialgleichung 

durch die unendliche Reihe 

w = Wo + ^1 H h w« H , 

welche nach dem Schwar^achen Verfahren gebildet ist, inte- 
griren. Bei der Beschrankung auf binreichend kleine Be- 
reiche ist dieselbe unbedingt convergent; folglich wird die 
unendliche Reihe 

^0 — «*1 + «*2 — ««8 H 

dann erst recht convergiren. Die Summe dieser Reihe ge- 
nugt nun, wie aus der Bildungsweise ihrer Glieder hervor- 
geht, der partiellen Differentialgleichung Aw — ¥^f-u = 
oder Am + Jc^f-u = 0. Man kann demnach zunachst fiir 



DifferentialgleichuDg, welche neben Au die ersten Differentialquotienten 
von u mit beliebigen Goefficienten enthS.lt, mittelst eines vOUig ana- 
logen Approximationsverfahrens durchgefohrt. 
*) Picard, Acta Math. XII. Abschnitb 7. 
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solche Bereiche^ fdr welcbe die Schwarsf^cAie Methode im 
Falle eines positiven W zum Ziele fiihrt, dieselbe audi an- 
wendeii; wenn k^ negativ ist. In letzterem Falle kann man 
nun aber, wie Picard gezeigt hat, von Bereichen der eben 
bezeichneten Art mittelst des cdtemirenden Verfahrens zu be- 
liebig grossen, aus ersteren zusammengesetzten Bereichen' fort- 
schreiten^ voratisgeseM, dass die Function f in der gamen 
Ebene positive Werthe hat Dies ergiebt sich folgendermassen. 

Es gilt zunachst im betrachteten Falle der Satz, dass 
jede Losung u, welche auf einer beliebigen geschlossenen 
Curve C durchaus positiv oder = ist, in dam von letzterer 
umschlossenen Gebiete nicht ^0 werden kann; denn andemfalls 
miisste sie auf irgend einer innerhalb C verlaufenden geschlos- 
senen Curve, und daher, weil es bei negativem k^ keine aus- 
gezeichneten Losungen giebt, auch im ganzen Inneren der 
letzteren = sein, was nach der Yoraussetzung nicht mog- 
lich ist. Ist nun Uq diejenige Losung von AuoaO, welche 
dieselben als positiv vorausgesetzten Band werthe besitzt, wie 
die Losung von Aw — k'^f-u = 0, so folgt aus der Formel 

w — Wo = — 2^ J J ** Gfdxdy, 

in Verbindung mit vorstehendem Satze, dass immer u — Uq<,0, 
also im ganzen Bereiche w < Uq ist. 

Es sei nun die Begrenzung des betrachteten Bereiches 
in zwei Theile L^ und L^ getheilt, deren Endpunkte durch 
eine beliebige Curve L innerhalb des Bereiches verbunden 
seien, und es sei w eine endliche, stetige Losung von 
Aw — k'^f.w = 0, welche auf L^ = 1, auf i, ==» ist, so- 
wie Wq die entsprechende Losung von Aw = 0. Dann ist 
langs der Linie L, wie Schwarz gezeigt hat, w?Q<g, wo g< 1 
ist; da nun im ganzen Bereiche w <Wq ist, so ist langs 
L auch w <q. 

Hieraus folgt jetzt, dass fiir die Losungen von 
Aw — k'^f.u = auch der von Schwarz fiir logarithmi- 
sche Potentiale bewiesene, in § 2, c angefiihrte Htilfssatz 
gilt, auf welchem gerade die Anwendbarkeit der Combinations- 
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methode beruht. Die letztere ist also im Falle eines negor 
tiven A;* in der That bei der Differ entialgleichung Aw+ ^*^**=0 
anwendbar und ermSglicht in Verbindung mit dem Schwarz- 
schen Approximationsyerfahren die Losung der ersten Rand- 
werthaufgabe fQr alle diejenigen Bereiche, fur welche diese 
Aufgabe in der Theorie des logarithmischen Potentials los- 
bar ist, d. h. fOr solche, deren Begrenzung aus einer end- 
lichen Anzahl von Stdcken analytischer Linien besteht. — 

§ 6. Methode der Beihenentwiokelung. 

Die Losung der Randwerthaufgaben in der Theorie der 
Differential gleichung AM + i^ii=-0 nach der Reiheumethode 
ist noch wenig der Gegenstand der Untersuchung gewesen, wie 
man sich iiberhaupt bislang mehr fur diejenigen Probleme 
interessirte^ bei welchen die ausgemchneten Losungen zu be- 
stimmen sind ( — Eigenschwingungen, Erkaltungsproblem — ), 
als far solche, bei welchen es auf die Integration der Diffe- 

rentialgleichung bei vorgeschriebenen Randwerthen von u, o— 

Oder hu + P^ ankommt. 

' on 

Hinsichtlich des allgemeinen Falles, in welchem die 
Losung der Randwerthaufgaben durch Reihenentwickelung 
iiberhaupt moglich ist; gilt auch hier diejenige Bemerkung^ 
welche wir in Bezug auf dieselbe Prage in der Potential- 
theorie unter e) des § 2, 8. 265 gemacht haben; d. h. also^ 
jene Moglichkeit ist vorhanden, wenn der gegebene Bereich 
durch hochstens 4 Curvenstucke bezw. 6 FlachenstUcke von 
der Art b.egrenzt wird, dass man Coordinaten |, i] bezw. 
I, 1^5 g einfiihren kann, vou denen je eine auf jedem Stiicke 
der Begrenzung constant ist, und fdr welche die Differential- 
gleichung Aw + A;^m = eine Form annimmt, der, eventuell 
nach Abtrennung eines bestimmten Factors f (|, i^, g) von Uy 
durch Producte von der Form Ea(|) H,(iy) bezw. Ha(|)- H,-(iy)«Zjfc(g) 
geniigt werden kann*). Die Randwerthaufgabe ( — im AU- 

*) Ueber eine allgemeine Form einer partiellen Differentialglei- 
chung mit zwei nnabh3.ngigen Variabeln, fur welche dies mOglich ist, 
vergl. II, § 8, d, S. 136. 
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gemeinen, d. h. wenn F nicht = Const, ist, kann man nur 
die erste so behandeln — ) ist dann in der S. 265 angegebenen 
Weise zu zerlegen, and ihre Losbarkeit beruht- in letzter 
Instanz auf dem S. 71 erwahnten Satze von Liouville fiber 
die Entwickelbarkeit eii\er willkfirlichen Function einer Vari- 
abeln nach Particularintegralen einer gewohnlichen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung, welche einen nach dem 
Oscillationstheorem zu bestimmenden Parameter enthalt, — 
einem Satze ^ der unschwer auf die Darstelluug einer will- 
kfirlichen Function von zwei Yariabeln durch eine Reihe nach 
Producten solcher Particulariutegrale ausgedehnt werden kann^ 
aber noch eines voUig befriedigenden Beweises entbehrt. 

Es sind bisher nur ffir die Falle des Kreises und des 
Kreisringes, der Ellipse und des Binggehietes isuoischm zwei 
confocalen Ellipsen, der Vollkugel und der Kugehchale die 
Losungen durch Beihen aufgestellt worden. — Wir woUen 
an . den Beispielen des Ereises resp. Ereisringsectors und 
der Eugel die Auwendung der Methode und die Besonder- 
heiten erlautern, welche sich dabei in dem Falle darbieten^ 
wo das gegebene W ein ausgezeichneter Werth ist. 

Eine innerhalb eines Kreises vom Radius r fiberall end- 
liche und stetige Losung von Am + i^w = wird, wie wir 
frfiher sahen, durch die Reihe 

. u = A^J^Qzr) + A^J^ihr) cos (9 — 9i) H 

+ AnJnQcr) cos n(<p — 9») H 

dargestellt Dieselbe geht fur r = r in die Fwmev^sche Reihe 

AqJoQct) + A^J, Qcr) cos (9 — 9i) "i 

+ AnJnQcr) cos n(q) — 9») H 

fiber, und diese muss nun mit derjenigen Fourier'schen Reihe 
Uq + a^ cos (9 — cci) ''*-{- On cos n (9 — «») + ••• 

fibereinstimmen, in welche sich die langs der Peripherie ge- 
gebene Function u entwickeln lasst*); folglich muss sein 



*) Eb ist dabei nur nothwendig, dass die gegebene Function u 
sich formell in eine Fourier 'scbe Reihe entwickeln lasst, d. h. dass die 
Integrale, durch welcbe die Coefficienten a^ gegeben sind, einen be- 
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a« J «• 



und die Losung der ersten Bandtoerthaufgdbe ist: 

(88 a) ^ 

■I ^ J~W) •'^^^^^ ^^^ »(9 — ««.) H • 

Ware die zweite oder dritte Randwerthaufgabe zu Idsen^ so 
hatte man die gegebene Function j- bezw. At? + 5~" ^^ ®i^® 

Fourier'sche Beihe ^^(Zn co8n(y — a») zu entwickeln und 


diese der Beihe 

OP 

h^^AnJnQcf) COS n((p — 9„) 



bezw. 

00 

'^An(hJn{kr) + IcJn (hr)) COS n{q) — q>n) 


gleichzusetzen; man erhielte also die Losung 



00 



(88 b) f* =^» JbTlP) JnQe*) «os n (9 — a,) 

far die zweite, 



«« 



(88 c) u = 2j' hJ^{kr) + kJ^W) ^^ (*'') <5^s n (9 — a„) 

fur die dritte Randwerthaufgabe. 

Bei der Anwendung dieses Verfahrens ist zunachst vor- 
ausgesetzt, doss heiner der Nenner der Coefficienten an gleich 
Null ist. Wenn letzteres der Fall ist, also z. B. die Glei- 
chung besteht: 



stimmten Sinn haben; dagegen ist die Conyergenzi der Beihe fUr unseren 
Zweck nicht unbedingt erforderlich , sofern nur die Reihe (88 a) ftlr u 
in jedem Pankte innerhcUb dee Kreises convergirt. Enisprechendes gilt 
nattlrlich fflr den allgemeinen Fall. 
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JnQcr) = bei der ersten^ 

e7»'(fcr) =s bei der zweiten, 

hJn(Jcr) + hJn(kr) = bei der dritten 

Randwerthaufgabe, d. h. wenn Jc^ ein ausgeeeichneter Werth 
fur die gerade in Betracht hommende Bandbedingumg ist, 
so musS; damit nicht das betreffende Glied unendlich gross 
wird und somit die LosuDg ihre Bedeutung verliert, der ent- 
sprechende Coefficient a„ der Fourier'schen Reihe far u bezw. 

o— oder hu '\- -^ verschtvinden] es miissen also die gegebenen 

Bandwerthe u den Bedingungen gentLgen 

I Ucosnq>dq) = 0, I Usmnq>dq> = 0, 



wo J7= w oder ^— oder Aw + o— zu setzen ist, ie nachdem 

on * on ' •^ 

k^ ein durch die obigen Gleichungen bestimmter ausgezeich- 
neter Werth bei der Grenzbedingung w = oder g— «=« 

oder Aw + 5— = ist. Man erkennt leicht, dass diese Be- 
' on ' 

dingungen far die Randwerthe mit den friiher (§ 3, b) auf 
anderem Wege gefundenen 

u -^ ds =s bezw. f -^Unds=^0 

oder / {hu + ^j Unds = 

identisch sind; denn im vorliegenden Falle gehoren zu Tc^ 
zwei Normalfanctionen Un, welche in einen langs der Peri- 
pherie constanten Factor JnQcr) und den Factor cos nq) bezw. 
sin ng) zerfallen. 

Sind die angefahrten Bedingungen far die Randwerthe 
erfallt, so bleibt die durch die Reihen (88 a, b, c) gegebene 
Lbsung gultig, die Reihen enthalten aber, weil sowohl An^ als 

tg nq)n die unbestimmte Form -^ annimmt*), zwei Glieder 



*) Jades Glied der Reihen Mr u, auBgenommen das erste (mit dem 
Index n « 0), ist f£ir zwei zn zSJilen, da es ja die beiden verfiigbaren 
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mit tvillhurlichen Coefficienten, wie es ja nacb unseren frtiheren 
allgemeineii Betrachtungen sein muss. 

Ware k^ allgemein ein i/-facher aasgezeichneter Werth^ so 
miissten in der Fourier'schen Reihe f&r U naturlich nicht 
nur zwei, sondern v Glieder yerschwinden, und ebenso viele 
Glieder in der Beihe^ welche die Losnng u darstellt, wUrden 
unbestimmt. Wie man sieht, gelangt man bei Anwendung 
der Reihenmethode hinsichtlich des Falles, wo k^ ein aus- 
gezeichneter Wertb ist, zu genau denselben Resultaten^ welche 
wir bereits bei der Methode der Green'schen Functionen ge- 
funden batten. — Die eben erorterten Verbaltnisse bei der 
Losnng dnrch Reihen hat zuerst Mathieu*) hervorgehoben; 
dass sie auch bei der dritten Randwerthanfgabe in der Po- 
tentialtheorie eintreten konnen, wenn das h der Grenzbedin- 
gung negativ ist, hat Dini bemerkt, wie schon in § 2 dieses 
Theiles (S. 266) erwahnt wurde. 

Soil die erste oder zweite Randwerthanfgabe fiir einen 
Kreisringsector gelost werden^ so hat man znnachst eine Reihe 
von der Form 



OD 



^ {A^J^(kr) + A-,J^,{kr)) l^ (vfp), 



nn 



worin v= — , n eine ganze Zahl und y der Winkel des 

Sectors ist, anzusetzen. Je nachdem man den Factor sin t/g? 
oder cos 1/9 wahlt, verschwindet die durch diese Reihe dar- 
gestellte Function u selbst oder ihre Derivirte nach der 
Normale auf den begrenzenden Badien] die Coefficienten Ay, 
A^y konnen dann so bestimmt werden, dass fiir die begren- 
zenden Kreisbogen, auf denen J^ikr) und J^y(kr) constant 
sind und die Reihe also in eine Fourier'scbe tibergeht, ent- 



Constanten A^ and qp^ enth9*lt; in der That h&tte statt^^ cos nfq> — €p\ 

ebensogut A^ cos nqo -|- B^ ein nqo gesetzt werden konnen. Dasselbe 

gilt naturlich von der Fourier^schen Beihe ftb: U. 

*) E. Mathieu: Sur la definition de la eolation simple. Gompi 
Rend. LXXXVI, 2, 1878. p. 962—965. 
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weder u oder -k— gegebene Werthe annimmt. Zu dieser 
Reihe w' hat man sodann eine andere w" von der Form 

00 

yj (AyJ^iJzr) + -4_vJLy(Ajr)) • cos 1/(9 — 9O 


hinzuzuftigen, worin aber die Indices v und die Verbal tnisse 
Ay : A^y 80 zu bestimmen sind, dass alle Beihenglieder, bezw. 
ibre ersten Ableitungen nach r, auf den beiden Kreishogen ver- 
schwinden^ und die Coefficienten A^ selbst, sowie die Constanten 
9>y so, dass die obige Reibe oder die aus ihr diirch Diffe- 
rentiation nach g> abgeleitete langs der hegrenzenden Badien 

u" bezw. r -^j iiber- 

einstimmt. Dass die verlangte Bestimmung von v und AviA^v 
in m" moglich ist, folgt aus den Satzen von Sturm (dem 
Oscillationstheoremy cf. 11, § 6, a, sowie auch S. 117 — 118), 
angewendet auf die Differentialgleichung (26), welcher 
AyJyQcr) + A^vJ^yQcr) geniigt. Die Ordnungszahlen v 
wiirden rein imagindr zu wahlen sein, damit die Anwendung 
jener S'atze moglich ist, da bier — v^ an die Stelle des Tc^ 
in (23'), S. 68, tritt; man erbielte also eine Entwickelung 
einer willkilrlichen Function von r nach BesseFschen Func- 
tionen mit rein imaginaren, durch transcendente Gleicbungen 
bestimmten Ordnungszahlen v bei constantem k, im Gegensatz 
zu den nach den Wurzeln ifc von Jn(kr) ^0 etc. fortschrei- 
tenden Reihen, die wir in II, § 7 kennen lernten. Die Mog- 
lichkeit dieser Entwickelung, d. h. der oben erwahnten Be- 
stimmung YonAv und y^ in der Reihe w", folgt sodann aus dem 
zu Anfang dieses Paragraphen angefiihrten Satze von Liouville, 

Fiir bestimmte Werthe von Ic^ konnen einzelne Glieder 
der Reihe fiir u' auf den beiden Kreishogen verschtoinden und 
somit unbestimmte Coefficienten Av behalten; diese Glieder 
sind dann ausgezeichnete Losungen fiir den betreffenden Ring- 
sector. Dagegen kann die Reihe fur u" Iceine ausgezeich- 
neten Losungen enthalten, weil cos v((p — 9^) bei imaginarem 
V nicht fUr zwei reelle Werthe von q> verschwinden kann. — 

Die dritte Randwerthaufgabe lasst sich nicht durch 
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Reihen yon der angegebenen Form losen^ well man der Be- 
dingong hu -}• ^ '^O langs der Badien nicht genflgen kann; 
es mtlsste^ damit das gleiche Verfahren anwendbar ware, 

auf der letzteren nicht A« + q— , sondem hu-i-r^- ce- 

' dn^ ' on ° 

geben sein. 

Der allgemeine Fall, fiir welchen das Vorstehende ein 
Beispiel gab, wurde bei ebenen Bereichen folgender sein, 
falls es sich um die erste Bandwerthaufgabe handelt. Man 
erhielte darch Einfiibriing solcher Coordinaten, yon denen 
je eine auf einer Begrenzungscurye constant ist, eine par- 
tielle Differentialgleichung von der Form (43), S. 136. Die- 
selbe soil durch Beihen yon der Form 



f(AaXa + Aa'Xa') {Ba Ya + Ba' YJ) 



integrirt werden, worin Xa, Xa nnd Ya, Ya Particular- 
losungen der gewohnlicben DiflPerentialgleichungen (43') sind. 
Den Parameter a and das Yerhaltniss Aa : Aa hatte man zu- 
nachst fiir jedes Glied so zu bestimmen, dass AaXa-^- AJXa' 
auf den Begrenzungscuryen x =» Const, yerschwindet, und 
dann die Coefficienten Ba, Ba' (oder eigentlich ibre Producte 
mit Aa, dessen absoluter Werth ja noch unbestimmt geblieben 
ist) so, dass die Reihe langs der Curyen y = Const, die dort 
gegebenen willkflrlichen Functionen u(x) darstellt; ersteres ist 
nacb dem Oscillationstbeorem, letzteres nach dem mehrfacb 
erwahnten Satze yon Liouville moglich. Zu der so erhaltenen 
Reihe ist eine zweite hinzuzufiigen, worin die Constanten a 
und Ba'-Ba gemass der Bedingung, dass BaY -{- BaY' auf 
den Curyen j/ = Const, yerschwindet, zu bestimmen sind, 
und dann die Coefficienten Aa und Ad (multiplicirt mit Bd) 
so, dass die Reihe auf den Grenzcuryen x = Const, die 
gegebenen f^unctionen yon y darstellt*). Die Parameter a 



*) Dass wir hier die Aufgabe nnr in zwei, statt, wie es dem 
S. 265 angegebenen Verfahren entsprS^che, in vier speciellere Aufgaben 
zerlegt haben, ist, wie man ohne Weiteres erkennen wird, ein rein 
Siusserlicher Unterschied. 
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der einen Reihe werden immer positw, die der anderen 
negativ sein, vorausgesetzt, dass a^ und aga ^^ (^3) gleiche 
Vorzeichen haben. — Die Summe der beiden so gewonne- 
nen Reihen ist dann die verlangte Losung der ersten Rand- 
wertbaufgabe. Wie bei der zweiten Randwerthaufgabe zu 
yerfahren ist, kann man leicht aus dem oben besprocheDen 
Beispiele ersehen. 

Von ebenen Bereichen sind ausser dem Kreis und Kreis- 
ring noch die Flache einer YoUellipse und das Ringgebiet 
zwischen zwei confocalen Ellipsen von Mathieu behandelt 
worden*), welcher jedoch die Losung fiir diese letzteren 
Falle nicht voUstandig durchgeftibrt, sondem eigentlich nur 
gezeigt hat, dass man dabei Entwickelungen nach den Func- 
tionen de^ elliptisehen Cylinders zu benutzen hat. 

Was die Integration durch Reihen fur Gehiete im Raume 
von drei Dimensionen betriflFt, so ist sie bisher nur auf die 
YoUkugel und Kugelschale angewendet worden, ist dbrigens 
aber auch fUr rechtwinklige Parallelepipeda leicht durchfuhr- 
bar. Fur die VoUkugel gestaltet sie sich, wie beim vollen 
Ereise, sehr einfach. Bezeichnet man namlich mit Sn eine 
allgemeine Kugelflachenfunction n*®^ Grades (im engeren 
Sinne), so ist, wie aus II, § 7 hervorgeht, die gesuchte 
Losung der Gleichung Aw + ^^^ = in Polarcoordinaten 
von der Form 

U = >« An 7= Sn . 

Sind nun die auf der Kugeloberflache r = r gegebenen Werthe 
von u bezw. x— durch die Reihe nach Kugelflachenfunctionen 

CD 

'j'anSn 


dargestellt, so ergiebt sich durch Yergleichung der Coef- 
ficienten fiir die erste Randwerthaufgabe die Losung 




*) M Mathieu, M^moire sur Tint^gration des Equations aux diff. 
part, de la phys. math., Liouv. Joum. (2) XVII p. 249—323. 1872. 
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u 






/^^(*r) y/f 



und fiir die zweite: 



w «= >^« 











ware drittens: 



00 



*" + |j = ^"-^» 



gegeben, 80 wurde der Nenner von an lauten: 



Yr ^ dr\ Yr 



rtssr 



Diese Behandlungsweise der Randwerthaufgaben fiir die 
Kugel ist zur Losung verschiedener physikalischer Probleme 
benutzt worden, so von StoJces*) in seiner schonen Arbeit 
„0n the Communication of vibration from a vibrating body 
to a surrounding gas'', wo die obige Reihenentwickelung 
allerdings fUr den Raum ausserhdlh der Kugelflache aufge- 
stellt wird. In ahnlicher Weise hat Clehsch**) die Reflexion 
ebener Wellen in einem beliebigen elastischen Medium an 
einer starren Kugelflache behandelt, ein Problem, welches 
im Wesentlichen auf dasjenige der Aussendung von Schwin- 
gungeu von der Kugelflache zurdckkommt. Auf diese Arbeiten 
kann hier jedoch nicht naher eingegangen werden, weil in 
ihnen stets fortschreitende Wellen in un^ndlich ausgedehnten 
Raumen betrachtet werden. 

Wie die Reihen, welche die Losung fiir die EUipsen- 
flache in der Ebene liefern, nach Producten aus „Functionen 
des elliptischen Cylinders" welche Grenzfalle der gewohn- 
lichen Lame'schen Functionen sind, fortschreiten, so sind 



*) StokeSf Phil. Transactions 1868; Eayleigh* 8 Theorie des Schalles^ 
Cap. XVIL 

**) Clebsch, Crelle's Journal LXI, p. 195—262. 1862. 
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die Glieder derjenigen Reihen^ welche zur Losnng der Rand- 
werthaufgaben fUr von sechs confocalen Flachen zweiten 
Grades begrenzte raumliche Bereiche anzuwenden waren, 
Grengfalle der Lame^schen Prodmte des Baumes von vier Bi- 
mensionen, wie wir schon in II, § 8, c (S. 134) sahen. Um 
die Randwerthaufgaben fur Raumgebiete der genannten Art 
zu losen, wurde man sechs solche Reihen zu superponiren 
haben, von denen jede einzelne an funf Begrenzungsober- 
flachen verschwindende ^ an der sechsten vorgeschriebene 

Werthe von u oder -^ lieferte. Dies ware durch geeignete, 

d. h. auf dem Oscillationsprincipe beruhende Bestimmung der 
Parameter B, C in der Differentialgleichung (42) und der in 
jedem einzelnen Producte noeh verfugbaren vier Constanten 
in ganz analoger Weise zu erreichen, wie es oben fiir ebene 
Bereiche allgemein erortert wurde. 

§ 7. Integration fiir geschlossene Fl&chen bei gegebenen 

Unstetigkeiten. 

Stellt man sich vor, dass die Randcurve, durch welche 
man zunachst ein Stuck einer geschlossenen Flache ausge- 
schnitten hatte, und langs welcher die Werthe von u oder 

X— oder Aw -j- 5~ vorgeschrieben waren, sich auf einen Punkt 

zusammenzieht, und dass somit das Gebiet, fur welches die 
Losung u zu bestimmen ist, ein geschlossenes wird, so fragt es 
sich, was dabei aus den Randwerthaufgaben wird oder an ihre 
Stelle tritt. Man kann natiirlich nicht in unendlicher Nahe 
des Punktes, in welchen sich der Rand zusammenzieht, noch 
alle die urspriinglich auf letzterem vertheilten Randwerthe 
vorschreiben, sondern wird verlangen, dass u in jenem Punkte 
stetig bleibt; demnach kann man hochstens noch einen be- 
stimmten Werth von u oder bestimmte Werthe der ersten Deri- 
virten nach den Coordinaten vorschreiben. Im Uebrigen mt^s 
die Ldsung der DifferenUalgleichung auf einer geschlossenen Flache, 
sofern sie eindeutig sein soil, durch ihre gegebenen Unstetigkeiten 
hestimmt sein. 
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Die Theorie des logarithmischen Potentials auf beliebigen 
geschlossenen Flachen ist von F. Klein in physikalischer 
Form entwickelt worden*), wodurch fiir functionentheoretische 
Zwecke (Abersche Integrale), die uns hier nicht interessiren, 
eine besonders anschauliche Grundlage gewonnen ist. — Die 
Sache gliedert sicb in ibren Hauptziigen so: 

Die logarithmischen Potentiale auf krammen Flachen 
lassen sich yeranschaulichen durch die stationare elektrische 
Stromung^ welche bei gegebenen Zuleitungs- resp. Ab- 
leitungsstellen in der leitend gedachten Flache eintritt. 
Aus dieser physikalischen Bedeutung folgt die Existenz 
einer ^^Hauptfunction^*^ -gPiQi^Pi^i ^ welche in zwei Punkten 

J^nffi? -Pi; ?/ nnendlich gross wie logr^ resp. — logr/ wird, 
eindeutig und^ ausser in jenen zwei Punkten^ tLberall endlich 
und stetig ist, und an der Stelle jp', q' verschwindet; die- 
selbe besitzt die Eigenschaft, ihren Werth nicht zu andem^ 
wenn man die Punkte jp, g; jp', q mit jjj, q^* j?/, g/ ver- 

tauscht. Ein Grenzfall von H^'^'^fV^' ist die Function 

L^q^^lg') welche an der Stelle jpi, g^ einen Unstetigkeitspunkt 
zweiter Ordnung (physikalisch zu deuten als Doppelquelle oder 
magnetisches Molekiil), der entstanden ist durch Zusammen- 
riicken der beiden einfachen Unstetigkeitspunkte p^, q^ und 
Pif Qi} hesitzt. Wie man aus der Function E die Green^schen 
Functionen eines berandeten ebenen Flachenstiickes ableiten 
kanU; indem man dasselbe als dqppelt uberdeckt und somit 
als geschlossene Flache betrachtet, haben wir schon in § 2 
dieses Theiles gesehen, — Durch Aneinanderreihung von 
XJnstetigkeitspunkten zweiter Ordnung (magnetischen Mole- 
kdlen oder elektromotorischen Linienelementen) zu Linien 
senkrecht zu den Axen der ,,magnetischen Molekule^' gelangt 
man zu Potentialen mit WirhelpunTcten , und auf mehrfach 
zusammenhangenden Flachen^ wo man derartige elektro- 

*) F. Klein, Ueber EiemaDii's Theorie der algebraischen Fanc- 
tionen and ihrer Integrale, eine ErgSuzung der gewdhnlichen Darstel- 
longen; Leipzig, 1882; femer in dessen Vorlesnng uber Potentialtheorie, 
II. Theil. SommerBemester 1888. 
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motorische Linien als in sich zurUcklaufend annehmen kann, 
ohne durch dieselben die Flache in getrennte Stiicke zu zer- 
schneiden, za iiberall endlichen, durch Periodicitatsmoduln 
unendlich viddeutigen Potentialen. — 

Aehnliche Betrachtungen lassen sich nun Uber die Inte- 
grale der in krummlinige Coordinaten transformirten Differen- 
tialgUichung Am + Fu = auf geschlossenen Flachen anstellen, 
worauf ja scbon am Schlusse des III. Theiles hingewiesen 
wurde. Hierzu ist jedoch Folgendes vorab zu bemerken: 

Wahrend ein logarithmisches Potential auf irgend einer 
geschlossenen Flache vermoge der conformen Abbildung ohne 
Weiteres auch ein solches auf einer liber der Ebene ausge- 
breiteten Riemann'schen Flache liefert^ wtirde man hier aus der 
Losung einer solchen Differentialgleichung^ welche zufolge 
I, § la, S. 9, die Form hat: 

dp ^ d q\ , ^ ^ dp;^ d_q 

Yeg^f* \ d^\ Yeg — f* 



fiir eine geschlossene krumme Flache vielmehr diejenige 
einer anderen, in dem Factor f abweichenden DfiFerential- 
gleichung fttr die entsprechende Riemann'sche Flache fiber der 
Ebene erhalten, weil sich hei der conformen Abbildung der 
Factor von u in der Differattialgleichung andert (cf. I, § 4). 

Physikalische Probleme, welche hier zur Deutung der 
Functionen u herangezogen werden konnen, sind einerseits 
bei positivem k^ die Schwingungen in sich gescMossener sehr 
diinner Luftschichten, andererseits bei negativem W die staOo- 
ndre Wdrmestromung in einer gegen die Umgebung von der 
Temperatur frei ausstrahlenden geschlossenen Flache; die oben 
nii^ fiSy q) bezeichnete Function ist in beiden Fallen iiberall 
positiv. — 

Was zunachst den zweiten Fall (mit negativem ¥) betriflFt, 
so gilt hier, wie in der Potentialtheorie, der Satz, doss eine auf 
einer geschlossenen Flache iiberall eindeutige, endliche und stetige 
Losung nothwendig eine Constante ist, jedoch mit dem wich- 

Fookels, DifFerentialgleiohuiig. 22 
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tigen Unterschiede, doss diese Canstante hier = sein mfiss, 
indem ja eine andere Constante der Differentialgleichimg nicht 
geniigt. Dementsprechend ist eine Losnng u hier vollstdndig 
bestimmty wenn ihre UnstetigJceiten gegeben sind. Unstetig- 
keitspunkte erster Ordnung konnen in beliebiger Zahl nnd 
mit beliebigen Intensii^ten yorgeschrieben werden^ insofern bei 
beliebig gegebenen Warmeznleitnngs* und Ableitungsstellen 
stets eine stationare Wamestromung eintreten wird. Insbeson- 
.dere existirt immer eine Hauptfunction jff^°'° niit einem Un- 

stetigkeitspnnkte. Zn Losungen mit Unstetigkeiten hoherer 
Art wiirde man analog wie beim logarithmisclien Potential 
durch einen GrenzUbergang gelangen. Ueber mehrdeutige 
Losungen lasst sich aus dem genannten physikalischen Vor- 
gauge direct nichts erschliessen; jedenfalls kann es aber^ wie 
uberhaupt bei unserer Differentialgleichung^ Tceine unendlich 
vieldeutigen Losungen mit constanten Periodicitatsmoduln geben. 
Ist 1(^ positivy so verhalt es sich im AUgemeinen ebenso^ 
wie eben erortert wurde. Allein fUr eine Reihe discreter 
Werthe i*, namlich fur die im II. Theil betrachteten aus- 
gezeichneten Werthe, giebt es auf der Fldche uberall endliche 
und stetige, eindeutige^ nicht iiberall verschwindende Func- 
tionen u\ eine Losung der Differentialgleichung ist dann 
also auch nicht voUstandig bestimmt, wenn ihre Unstetig- 
keiten gegeben sind. Auch konnen die letzteren nicM 
beliebig vorgeschrieben werden, wie man im physikalischen 
Bilde sieht, da beliebige Schallquellen von der Periode eines 
Eigentones der Luftschicht im AUgemeinen Schmngungen 
von unbegrenzt wachsender Amplitude erzeugen miissten, Be- 
schranken wir uns auf Unstetigkeitspunkte erster Ordnung, 
d. h. einfache Schallquellen, so mfissen dieselben so yertheilt, 
resp. ihre Intensitaten so bemessen sein, dass durch die in 
ihnen wirkenden Krafte bei den Eigenschwingungen von 
gleicher Periode im Mittel keine Arbeit geleistet wird, was 
sich mathematisch durch analoge Bedingungen fQr die 
„Intensitaten" Uv ausdrticken wtirde, wie bei berandeten Be- 
reichen (vgl. IV, § 4, b); diese Bedingungsgleichungen wtirde 
man hier durch Anwendung des Green'schen Satzes auf 
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die gauze, durch geeignete Schnitte einfach zusammenhangend 
gemachte Flache erhalten. — Fur die Kugelfldche vom 
Radius Eins sind im Falle ¥ ^ n(n •■}■• 1) die Kugelfldchm' 
functionen zweiter Art von der n^^ Ordnung, welche Heine 
(Handbuch der Eugelfonctionen) untersucht hat, Losongen 
mit Unstetigkeitspunkten, die jenen Bedingungen geniigen. 
Beispielsweise ist fUr den ansgezeichneten Werth Tc^ = 2 
(wo also n = 1 ist) keine Losung mit nur einem einfachen 
Unstetigkeitspnnkte moglich, sondern es miissen mindestens 
zwei entgegengesetzte, in den Endpunkten eines Durchmessers 
liegende Unstetigkeitspnnkte vorhanden sein, wie sie in diesem 
Falle die Kugelflachenfunction zweitre Art Qq besitzt. — 
Nach dem Yorstehenden ist auch klar ersichtlich, weshalb 
Wir in der gewohnlicben Potentialtheorie eine Function H 
mit zwei Unstetigkeitspunkten einfiihren mussten; es liegt 
namlicb bei dem logarithmiscben Potential auf gescblossenen 
Flachen immer der Fall vor, dass ein^ ausgezeichnete Losung: 
V = Const, existirt. 

Wie wir scbon am Scblusse des III. Tbeiles bemerkten, 
werden an Stelle der unendlich yieldeutigen Functionen mit 
Periodicitatsmoduln, welcbe in der Potentialtheorie eine so 
wichtige Rolle spielen, bei unserer DiflFerentialgleichung oflPen- 
bar solche treten, welche sich bei einem voUen Umgange 
um eine ausgemchnete Losung vermehren. Untersuchungen 
fiber diese Frage sind noch nicht vorhanden, wie iiberhaupt 
die Integration der Differentialgleichung Aw + ft^w = fur 
geschlossene Mannigfaltigkeiten noch kaum bearbeitet ist. 
Es wfirde sich ohne Zweifel in dieser Richtung der Forschung 
noch ein weites und a'ussichtsreiches Feld bieten. 
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